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1 Riickblick iiber bekannte Strukturen

1.1 Mengenlehre

1. R ist ein Korper mit den Operationen + (abelsche Gruppe mit neutralem Element 0) und
- (damit wird R* = R ~ {0} abelsche Gruppe mit neutralem Element 1).

2. Es gibt eine totale Ordnung <, das heiBit Va,b € R:a < bV b < aV a = b. Dabei gelten
gewisse Kompatibilititsregelungen mit den Korperoperationen.

3. Rist vollstindig, das heil3t, ist A C R nach oben beschriinkt, so gibt es auch eine kleinste
obere Schranke.

Mengen werden in der Regel mit den groflen lateinischen Buchstaben A, B,C, ..., X, Y, Z C X
bezeichnet. Dann ist X selber keine Menge. Es gibt auf den Mengen die Operationen A U B,
AnBund [J,, A, sowie A\ B.

Weiterhin gibt es Abbildungen f: A - B,x — f(x), deren Gesamtheit mit Map(A, B) oder
B* bezeichnet wird. Sie konnen als Teilmenge von A x B formalisiert werden, welches die Men-
ge aller Paare (a,b) mita € A,b € B ist und als {a, {a,b}} in der Mengenlehre formalisiert
werden kann. Eine Abbildung hei3t injektiv, wenn keine zwei Werte aus A das gleiche Bild in
B haben, surjektiv, wenn das Bild B iiberdeckt und bijektiv wenn sie sowohl injektiv als auch
surjektiv ist. Das Urbild von einem y € B unter f ist definiert als f “lyy={xeA | f(x)=y}
und wird auch als Faser von f iiber y bezeichnet. Ist f bijektiv, so ist es auch f ~1 AuBerdem
ist die Verkniipfung zweiter bijektiver Abbildungen wieder bijektiv und ebenso die identische
Abbildung.

Nun kann man die Aquivalenzrelation A ~ B:= 3f: A — B, bijektiv betrachten. Die Aquiva-
lenzklassen dieser Relation heilen Kardinalzahlen und charakterisieren die ,,Grofe® der Mengen.

Betrachtet man das kartesische Produkt AX B, so gibt es die kanonischen Projektionen 7 ,: A X
B — A,(a,b)— a, 74 AX B— B,(a,b)— b.Ist nun eine Teilmenge R C A X B gegeben mit
7m4: R — Abijektiv, so heiBt R Graph der Funktion f mit f(a) = mp(x,'|  (2)).

Relationen auf A Relationen < auf A sind Teilmengen von R C A X A. Wir schreiben (a, b) €
R&s a<b.

1. Eine Relation heilit Vorordnung, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

Reflexivitit:Va € A:a < a
Transitivitit:Va,b,c € Ara<bAb<c=>a<c

Zum Beispiel (R, <).
2. Eine Halbordnung ist eine Vorordnung mit
Antisymmetrie:Va,b € A:a<bAb<a=>a=b

Eine Kette ist eine Menge auf der < eine Totalordnung induziert. Eine obere Schranke
einer Kette C isteina € AmitVe € C:c < a.

3. Eine totalgeordnete Menge (A, <) heilit wohlgeordnet, wenn jede Teilmenge ein kleinstes
Element besitzt.

Prof. Briining Bodo Graumann
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1 Satz: Wohlordnungssatz
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Das Auswahlaxiom: Fiir jede Familie von Menge gibt es eine Menge, die aus jeder Menge
der Familie genau ein Element enthilt.

2. Das Zornsche Lemma: Wenn in der halbgeordneten Menge (A, <) jede Kette eine obere
Schranke besitzt, dann besitzt A ein Maximum.

3. Der Satz von Zermelo: Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Wenden wir das Auswahlaxiom auf eine surjektive Abbildung an f: A — B, erhalten wir zu jeder
Faser einen Funktionswert einer Funktion s: B - A mit fo s = idgz. Dann ist s ein Schnitt von

f.

1.2 G-Mengen

Sei G eine beliebige Gruppe und A eine Menge. Dann ist y: G X A — A,(g,a) — w(g,a) =
w,(a) € A eine Gruppenwirkung oder -aktion von links, wenn gilt:

Lo o wg, = Wy,
2. y, =id, wobei e das neutrale Element von G ist.

Dabei sind die y, Automorphismen.

Fordert man statt dem ersten Axiom y, °y, = y, . so erhilt man eine Gruppenwirkung
von rechts. Der Orbit von a € A unter G ist Ga:= { ga | g € G }. Die Abbildung yw“: g — ga
hat das Bild Ga, also ist y?|, surjektiv aber in der Regel nicht injektiv. Was fehlt dazu also?
Das sind die Isotropiegruppen G,:= { g € G | gea = a } (auch Stabilisator, Fixgruppe oder
Standuntergruppe). Den Raum der Orbite bezeichnen wir als A/G:= { Ga | a € A } und es gibt
eine Abbildung 7,;: A - A/G,a ~ Ga.

Angenommen wir haben zwei G-Rdume A und B sowie eine Abbildung f: A — B.

A—' . B
e |
4G %~ BiG

Dieses Diagramm kommutiert wenn gilt

f(ga) = gf(a)

In diesem Fall nennen wir f G-dquivariant.

Prof. Briining Bodo Graumann
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Typen einfacher G-Wirkungen Eine G-Wirkung wird als frei bezeichnet, wenn der Stabilisa-
tor trivial ist

Vae A:G, = {e}

Die Wirkung ist also frei von Fixpunkten. Das heifit die Orbite einer freien G-Wirkung sind
gleichmichtig zu G, Ga ~ G. AuBlerdem erhalten wir

(GXAIG)~ A

Das heifit A wird durch die Wirkung von G in die Orbite mit G-Struktur zerlegt. Dann wéhlen
wir aus jedem Orbit einen Représentant s(Ga) um eine solche Bijektion zu finden: f: (g, Ga) —
gs(Ga). Damit erhalten wir schlieBlich wieder die Abbildung, die jedes Element von A auf ih-
ren Orbit abbildet 7;: A = A/G,a = 7,(f ~(a)). Wir sprechen hier von einer grundlegenden
Faserung.

Kartesisches Produkt von G-Riumen Seien A, A, G-Réume, dann ist A; X A, ein kanoni-
scher G-Raum mit

glay, ay) = (gay, gay) =: (alg_l,gaQ)

Weiterhin sei A, frei, dann ist A; X A, auch frei(!).

1.3 Topologische Riume

Wir haben eine Menge X gegeben und betrachten eine gewisse Menge von Teilmengen 7 C
¢(X), die wir offen nennen. Dabei verlangen wir:

.XeT (1-1)

VU cT\JUeT (1-2)
iel

vU,U, e TU nNU,eT (1-3)

Extremfille Es gibt immer die Klumpentopologie {@,U} und die diskrete Topologie g(U).
Alle Topologien iiber einer Menge X konnen mittels der Mengeninklusion halbgeordnet werden.
Wir sprechen dann von feineren und groberen Topologien. (Fiir 7; C 7, heif3t 7, ist feiner)

Begriffe Sei 7eine Topologie auf X. Dann heiflen die Mengen U € T offen und deren Komple-
mente abgeschlossen. Liegt ein Punkt x € X in einer offenen Menge U, so heilit U Umgebung
von X.

Fiir eine Familie von Topologien (7),c; konnen wir die Schnitttopologie definieren:

(7 ={ucx|vierUeT}

iel

Prof. Briining Bodo Graumann
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Fiir eine Menge A C ¢(X), welche selbst keine Topologie sein muss, gibt es eine grobste
Topologie, die A enthilt:

= (| 7T
Topologie 7O.A

Dann nennen wir A eine Unterbasis von T(.A). Wenn T(A) sich bereits aus allen Vereinigungen
aus Mengen in A ergibt, so nennen wir .A eine Basis von T(A).

2 Definition: ,,Stetigkeit‘

Fiir zwei topologische Rdume X, Y nennen wir f € Map(X, Y) stetig, wenn das Urbild jeder
offenen Menge wieder offen ist:

YUET,: fLU)eTy
Hom(X,Y):={ f € Map(X,Y) | f stetig }
Iso(X,Y):= { f € Map(X.,Y) | f bijektiv, stetig, f~'stetig }

Eigenschaften Die Verkniipfung zweier stetiger Abbildungen ist wieder stetig. Konstante Ab-
bildungen sind immer stetig.

Wir nennen eine Abbildung f offen (abgeschlossen), wenn das Bild jeder offenen (abgeschlos-
senen) Menge wieder offen (abgeschlossen) ist.

Bei bijektiven Abbildungen, welche invariant beziiglich einer Gruppenwirkung sind, hatte
auch die Umkehrabbildung diese Eigenschaft. Dies gilt nicht fiir Bijektionen auf topologischen
Réaumen. Die Umkehrabbildung zu einer stetigen Abbildung muss nicht selbst stetig sein. Wenn
aber beide stetig sind, so nennen wir f (und f _1) Homoomorphismus. f erhilt dann die topolo-
gische Struktur.

3 Lemma:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent, wenn f: X — Y eine stetige, injektive Abbildung
(das heil3t eine Immersion) ist:

1. f ist ein Homoomorphismus.
2. f ist offen.

3. f ist abgeschlossen.

Konstruktion von Topologien Wir betrachten eine Abbildung f: X — Y wobei eine Topolo-
gie Ty auf Y gegeben ist. Dann konnen wir eine Topologie auf X definieren, sodass f stetig ist.
Das heiBt diese Topologie muss Ty : = f~!(7y) enthalten. Ty ist bereits eine Topologie und die
grobste, fiir die f stetig ist. Wir sprechen von der durch f induzierten Topologie. Das wichtigste
Beispiel ist der Fall X C Y. Dann induziert die identische Abbildung eine Topologie von Y auf
X A{UnX|UeTy}.

Auf der anderen Seite konnen wir auch davon ausgehen, dass eine Topologie 7y auf X gegeben
ist und wir eine Topologie auf Y suchen, sodass f wiederum stetig ist. Die feinste Topologie, die
dies erfiilltist 7y (f): = { ucy | e Ty } Wir nennen sie die Identifizierungstopologie.

Prof. Briining Bodo Graumann
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Definition: ,,Identifizierung*

Istdie Topologie auf dem Bild einer stetigen Abbildung f gerade die Identifizierungstopologie,
so heilt f Identifizierung.

Lemma:

Eine surjektive Abbildung f € C(X,Y) ist eine Identifizierung, wenn es einen stetigen Schnitt
s € C(Y, X) gibt, sodass fes =idy.

Lemma:

Die Projektion z: S - [—1, 1], welche durch die Rotationswirkung von .S I auf 2 entsteht,
ist eine Identifizierung fiir die natiirliche Topologien auf .S% und [—1, 1].

Produkttopologien Sind zwei topologische Raume X, Y gegeben, so konnen wir eine Topo-
logie auf dem Produktraum erhalten indem wir fordern, dass die Projektionen z: X X Y und
my: X X Y stetig sind. Das bedeutet Ty, .y = T(ﬂ)‘(l(TX) Uz, 1(Ty)) entsteht iiber die Hiille und
{ UxV | UeTyAVETy } ist eine Basis dieser Topologie.

Punktmengen in einem topologischen Raum Sei A C X, dann definieren wir das Innere von
A als

A::{xeA|EIUx€TX:x€UxCA}

Das Komplement von A bezeichnen wir mit Cy A wobei CyANA = @und Cy AU A = X. (Dies
ist eine Zerlegung von X.)

A= U C
CDA
C abgeschlossen

heiBt der Abschluss von A und der Rand von A ist 0A4: = A \ A.

Definition: ,,Dichtheit‘

Eine Menge A wird als nirgends dicht bezeichnet, wenn A = @istund dicht, wenn A = X.
Eine Menge B wird mager oder von 1. Baire-Kategorie wenn es eine abzéhlbare Vereinigung
von nirgends dichten Mengen ist. Andernfalls heifit B fett oder von 2. Baire-Kategorie.

Definition: ,,Weg*
Ein Weg in X ist eine stetige Abbildung c: [0, 1] — X. ¢(0) ist der Beginn und ¢(1) ist das Ende
des Weges. c ist geschlossen falls ¢(0) = ¢(1) ist.

Definition: ,,Kurve*
Das Bild eines Wegs heilit Kurve.

Prof. Briining Bodo Graumann



Analysis auf Mfkten 1 Riickblick iiber bekannte Strukturen Seite 8

10 Definition: ,,Zusammenhang*

Eine Menge heif3t (topologisch) zusammenhdngend, wenn fiir jede Zerlegung X = UU V folgt
{U.V} ={@, X}.

11 Definition: ,,Zusammenhangskomponenten, wegzusammenhéngend*
Betrachten wir die Relation, dass zwei Punkte durch einen Weg verbunden sind, so ist dies eine
Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen nennen wir Wegzusammenhangskomponenten. Gibt
es nur eine Zusammenhangskomponente, so heillit X wegzusammenhdingend.

Operationen auf geschlossenen Wegen (7(X, x,)) Wir kdnnen zwei Wege ¢, ¢,:[0,1] = X
konkatenieren:

21, 0<1< %
(e xcp)(1): = 1
(2t = 1), Eﬁtsl

Ungliicklicherweise ist diese Operation weder kommutativ, noch assoziativ. Ebenso ergeben sich
keine Inversen Elemente und kein neutrales Element. Das beste was man sich leicht vorstellen
konnte ist ¢ ~1(t) = ¢(1 — ¢) und Vz € [0, 1]: ch(t) = x,. Deswegen miissen wir gewisse Aquiva—
lenzklassen betrachten.

12 Definition: ,,Homotopie*

Zwei Abbildungen f,, f; € C(X,Y) heilen homotop bzw. f, ~ f;, wenn es eine stetige
Abbildung F:[0,1] X X — Y gibt, so dass Fy(x):= F0O,x) = fo(x) A Fi(x):= F1,x) =
f1(x). Eine Homotopieklasse ist also die Menge der geschlossenen Kurven, die stetig ineinander
verformt werden konnen. Der Raum der Homotopieklassen bezeichnen wir dann als 7 (X, x,) =
71(X, xy)/ ~. Dies ist eine Gruppe mit der Operation :*, den obigen Inversen und neutralem
Element und wird Fundamentalgruppe genannt. Im allgemeinen ist z; jedoch nicht abelsch.

13 Definition: ,,Zusammenhang*

X wird einfach zusammenhdngend genannt, wenn die Fundamentalgruppe trivial ist (das heift
(X, xo) = {e}), lokal einfach zusammenhdingend wenn es zu jedem Punkt x € X eine einfach
zusammenhdngende Umgebung gibt und semilokal einfach zusammenhdngend falls es zu jedem
Punkt x € X eine Umgebung U und eine Abbildung i: U < X gibt sodass z;(i) = {e}.

14 Definition: ,,Homotopiesiquivalenz*
Jede Abbildung f € C(X,Y) induziert einen Homomorphismus

7y (N (X, x0) = 7 (Y, f(X0), c = fec,

sodass 7 (f e g) = m;(f) > 7;(g).

Als Konsequenz ergibt sich, dass homdomorphe Raume isomorphe Fundamentalgruppen ha-
ben, das hei3t die Fundamentalgruppe ist eine Homdomorphieinverianz. Gibt es zwei Abbildun-
gen f € C(X,Y)und g € C(Y, X) sodass feg ~ idy und ge f ~ idy, so nennen wir X und Y
Homotopie-dquivalent. Sie haben isomorphe Fundamentalgruppen.

Prof. Briining Bodo Graumann
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Beispiele

1. Ist Y= {%} = N, so nennen wir X zusammenziehbar. R™ ist zusammenziehbar, denn wir
haben F,(x): = tx, Fy(x) =0, F| = idgn.

2. R~ {0} ~ S! wegen F,(x) = 2 R =xund Fi(x) = & € st

x|

Was ist die ,,eigentliche Bedeutung der Fundamentalgruppe?

15 Definition: ,,Uberlagerungen
Eine Abbildung 7: X — X wird Uberlagerung von X genannt, wenn es zu jedem x € X
eine wegzusammenhingende Umgebung U, gibt sodass 7 eingeschrénkt auf die Wegzusam-
menhangskomponenten von 7! (U,) ein Homdomorphismus ist.
Beachte, dass zr'l(xo) eine diskrete Teilmenge von X ist. Im allgemeinen gibt es viele Uber-
lagerungen.

Interessante Fiille Fiir zwei Uberlagerungen X, und X, gibt es eine Abbildung f: X, — X,
sodass 7, (f(X)) = 7(X).

1. X, = X,. Die Automorphismen werden Deckbewegungen genannt.

Beispiel Wir betrachten .S” und definieren f(x): = —x. Dann ist f> = id und Z, wirkt
auf S™ iiber f. Weiterhin ist z: S™ — S™/Z, eine Uberlagerungsabbildung mit den Deck-
bewegungen {id, f}. Wir schreiben S™/Z, =: RP™, der reelle projektive Raum. Die Deck-
bewegungen bilden eine Gruppe G(X, X).

2. Sei X € Cov(X) sodass es fiir jedes X 1 € Cov(X) genau eine solche Abbildung f: X -
Xl gibt (f(;r'l(xo)) = ﬂ'l(xo)). Dann ist 7: X — X das universale Element aus Cov(X)
genannt. Dann ist z eindeutig bestimmt bis auf Isomorphie. In diesem Fall erhalten wir
den universellen Uberlagerungsraum.

16 Satz:

Angenommen X ist zusammenhingend, lokal wegzusammenhingend und semi-lokal einfach
zusammenhédngend. Dann existiert ein universeller Uberlagerungsraum fiir den gilt:

1. X ist genau dann wegzusamenhingend und einfach zusammenhingend wenn die 7, (X) =
0 ist.

2. G(X, X) =~ zy(X).
Wir konnen also den Uberlagerungsraum konstruieren um die Fundamentalgruppe zu bestim-

men.

Beispiel Betrachte ein Gitter I" in R™, das heifit eine diskrete Untergruppe des R™ welche eine
Basis von R™ enthilt. Dann ist I' = G(R™,R"/I) = z;(R"/I). (y € I',1,(x) = x + y definiert
die I'-Wirkung auf R™.) T(I) = R™/I" ~"™% (§1)y" jst der m-Torus.

Prof. Briining Bodo Graumann
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17 Satz:
Bis auf Aquivalenz wird jedes Element von Cov(X) durch eine Konjugationsklasse in z;(X)
charakterisiert.

1.3.1 Kompaktheit

18 Definition: ,,Kompaktheit*
Ein topologischer Raum X hei3t kompakt, wenn jede Familie offener Mengen, die X iiberdeckt
eine endliche Teiliiberdeckung enthilt.

Anwendung Die stetigen Funktionen C(X, C) bzw. C(X, R) iiber kompakten Mengen X neh-
men ein Minimum und Maximum an.

19 Definition: ,,metrischer Raum*
(X,d),d: X X X — [0, c0) ist ein metrischer Raum, wenn d(x,y) = 0 © x = y, d(x,y) =
d(y,x)und d(x, y) + d(y, z) > y(x, z) gilt.

Anwendungen Dies wird zur Definition von konvergenten Folgen benutzt. Au3erdem konnen
Lipschitz Funktionen betrachtet werden, das heift fiir f: X — Y gilt dy (f(x), f(¥)) < Cdx(x, y).
Ist C < 1, so heiBit f Kontraktion (— Banachscher Fixpunktsatz). Weiter konnen wir abstands-
erhaltende Funktionen f betrachten. Sie heiflen Isometrien.

20 Satz:
1. X ist kompakt.
2. Jede beschrinkte Folge (x,,) hat einen Hiufungspunkt.

3. X ist total beschrinkt (prikompakt) und vollstindig.

21 Satz: Lebesgue
Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und V"= (U, )¢ 4 €ine offene Uberdeckung. Dann
gibt es eine grofite Zahl A sodass es eine Verfeinerung durch A(V)-Bille gibt. Diese Zahl wird
Lebesgue-Zahl genannt.

22 Definition: ,,Hausdorff*
Ein topologischer Raum heif3t Hausdorff, wenn jede zwei Punkten disjunkte Umgebungen be-
sitzen.

Der Raum der stetigen Funktionen C(X): = C(X, K) ist ein kompakter metrischer Raum als
auch eine K-Algebra, denn die Multiplikation gibt eine Bilinearform. Es existiert sogar eine Norm

1l = sup [£()]
x€X

die die Eigenschaft || fg||,, < Il f |l llglls erfiillt und (C(X), ||| ) ist vollstdndig, das heiflt eine
Banach-Algebra.

Prof. Briining Bodo Graumann
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23 Satz: Stone-Weierstraf3
Sei A C C(X) eine Unteralgebra mit den folgenden Eigenschaften:

1. idg,y € A
2. fEA>fEA

3. A separiert die Punkte von X, das heil3t fiir verschiedene Punkte x,x, € X gibt es ein

f € Asodass f(x)) # f(x,).
Dann ist A = C(X).

Beweis (23) siehe [Y0s96]

24 Satz: 1. Gelfand
C(X) bestimmt X.

25 Bemerkung:
Ist eine kommutative Banach-Algebra A gegeben, so betrachten wir das maximale Ideal (ein
Unterraum von A) als

X(A):={ ®: A - K| P(Ma; + ay)) = AD(a)) + AD(ay) A D(a a,) = D(a)D(ay) |
Ist X kompakt, so sind die multiplikativen Funktionale von C(X) von der Form

D(f) = f(xp). xp € X

1.4 Lineare Algebra
1.4.1 Hierarchie algebraischer Strukturen
o Gruppen (G, +) (zum Beispiel abelsche Gruppen)

e Ringe: abelsche Gruppen (R, +) mit einer Operation -: R X R — R, Distributivitéit und
Kommutativitit.

Nullteilerfreie Ringe heiflen Integritditsbereiche und Korper, wenn R ~ {0} eine Gruppe
ist. Korper werden oft mit KK bezeichnet, zum Beispiel R, C, Q.

o (rechts) Modul E iiber einem Ring R: eine abelsche Gruppe (E, +) mit einer Operation
von R auf E sodass r(a+ b) = ra+ rbund (r + s)a = ra + sa.

o Vektorraum: Ein rechts Modul {iber einem Korper.
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1.4.2 Definitionen

Isteine Teilmenge A C E ein Vektorraum unter -|y, 4, S0 nennen wir ihn einen Untervektorraum.
Die linear Hiille einer Teilmenge A C E eines Vektorraums ist definiert als

n
. — I _
span A: = ﬂ E' = { Ziix,-
ACE'CE i=1
E’ ist Vektorunterraum

neN, 4 eKx;, €A } = (X)),

span A ist der von A aufgespannte Untervektorraum. Ist £ = span {Xx;};c;, so wird {x;};c; ein
Erzeugendensystem von E genannt. Ein minimales Erzeugendensystem ist eine Basis und die
Dimension wird definiert als dim E = #{x; },<;.

Fiir zwei Untervektorrdume E;, E, C E erhalten wir weiter Untervektorrdume E; N E, und
E, + E, = (E,, E,) und es gilt

dim(E; N E,) + dim(E| + E,) =dim E| + dim E,
Fiir eine Basis {e; },c; schreiben wir eindeutig

x=2xiei, x' e K

iel

Wir definieren den Vektorraum E; x E, mittels A(e;,e,): = (dey, Ae,) und (ey, e;) + (e}, e)) =
(e; +ej,ep+e)).

Eine Abbildung f: E; — E, die mitden Vektorraumstrukturen vertréglich ist, das heifit f(A(e;+
ey)) = Af(e;) + Af(e,), ist ein Vektorraum-Homomorphismus. Ist E; = E, so sprechen wir von
einem Endomorphismus. Ist die Abbildung bijektiv, so ist sie ein Isomorphismusund bei E; = E,
ein Automorphismus. Entsprechende Funktionenrdume sind Hom(E,, E,) = L(E|, E,), Aut(E;)
und End(E)).

Die Darstellung der Vektoren in einer Basis gibt uns einen Isomorphismus @: E — R". Und
wir erhalten:

my m
— i —. iJ — J
a(x) = E x'a(e;; =: E aie,; = E E a; ey
i =

ch, iy j=1 \li=1

Dann ist A = (a{ ) eine Matrix iiber K.

1 1

a, ... Gy

A=]: S
my my
a, R

Spezielle Endomorphismen

1. Projektionen sind idempotente Endomorphismen p € End E, das heif3it p2 = p. Zum Bei-
spiel die kanonischen Projektionen ;.
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2. Involutionen sind Abbildungen « € End E mit a’ = id. Dann ist pyi= %(a +1idy) eine
Projektion auf E,:= p, E, sodass E ~ E, @ E;. Jedes f € ZL(FE) wird zerlegt in:

=TT, T = fop ST =pio fop .

f wird gerade (ungerade) bzgl. a genannt, wenn fa = +af ist.

ta)= %(id +a) = =+p

*

1.4.3 Kern, Bild, Kokern

Sei f € L(E,, E,), dann ist der Kern Ker f = { x € E, | f(x) =0} und das Bild Im f =
{ f(x) | x € E, } Der Rang von f isttk f: = dimIm f und der Kokern ist coKer f = E,/Im f.
index f: = dim Ker f — dim coKer f. Der Isomorphismus f,: E,/Ker f — Im f wird fundamen-
taler Isomorphismus genannt.

1.4.4 Komplexe

Betrachte eine Folge

d_, dy d, d,
0-—FEy— E, — E,—0

wobei Im d, = Ker d,, Ker dy = {0}, Ker d, = E, = Ker d,. Dies wird eine kurze exakte Folge
genannt. Wir erhalten

Kerd, =Imd, ~ Ey/Kerd, ~ E,

Imd, = E, ~ E,/Ker d,
Solch ein Isomorphismus wird Splitting der kurzen exakten Folge genannt. Um es zu definieren

braucht man weiter Informationen wie zum Beispiel eine Basis. Im allgemeinen betrachtet man
einen Folge

d—l dO dl dn—l n
0-——Ey—E —..—E —0

mit Imd;_; C Ker d, fiir alle i. Dies wird dann ein Differentialkomplex genannt. Falls sogar
immer Imd;_; = Ker d; gilt, wird die Folge exakt genannt.
Beachte d; - d;_; = 0. In einem Differentialkomplex konnen wir Folgendes definieren:

H,(E)=Kerd/Imd,_, = H(E,d), E=(E)),

(E, d) wird exakt oder azyklisch genannt falls H,;(E) = 0 fiir alle i.
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1.5 Duale Vektorraume

Wir definieren E*: = L(E, K), fiir einen Vektorraum E iiber K als den dualen Vektorraum zu E.
Ist (e;);c eine Basis von E, so c_leﬁnieren wir Elemente {e¢’ Yer C E* als ej(ei): = 6@, j). Ist E
endlichdimensional, so bildet (e/) jer €ine (die sogenannte standard-) Basis von E*.

Bilineare Abbildung EX E* — K, (v, w*) » w=(v). Sind E; C E C W endlichdimensionale
Vektorridume, so ist: Annihilator E°: = { xtew?® | x*(E)=0 }

(E/E))* ~ E/E°

1.6 Die Sprache der Kategorien

Eine Kategorie % besteht aus Objekten A, B, C, ... und Morphismen Mor(A, B) zwischen Ob-
jekten. In diesem allgemeinen Sinn ist eine Kategorie ein Graph, wobei Objekte die Knoten und
die Kanten die Elemente von Mor(A, B) sind. Dabei gibt es eine assoziative Komposition von
Morphismen, das heifit fiir f € Mor(A, B) und g € Mor(B, C) gibt es auch einen Morphismus
gf € Mor(A, €). AuBerdem gibt es immer den identischen Morphismus 1, € Mor(A, A) sodass
f1, = f fir f € Mor(A, B)und 15 f = f fiir f € Mor(B, A).

Kategorien Es gibt zum Beispiel die Kategorie der Mengen Set, welche alle Mengen als Ob-
jekte umfasst und wo die Morphismen gerade die Abbildungen sind.

Top ist die Kategorie der topologischen Riume, wobei die stetigen Abbildungen die Morphis-
men ist.

Vect(K) ist die Kategorie der Vektorrdume iiber K und Group ist die Kategorie der Gruppen,
wobei die Gruppenhomomorphismen gerade die Morphismen sind.

Funktoren sind Abbildungen F zwischen zwei Kategorien bestehend aus zwei Abbildungen,
eine fiir die Objekte,

Fopjr A > R
und eine fiir die Morphismen
F,,.Mor(A, B) —» Mor(F(A), F(B))

Wobei die Komposition erhalten bleibt.

Prof. Briining Bodo Graumann



Analysis auf Mfkten 2 Mannigfaltigkeiten Seite 15

2 Mannigfaltigkeiten

2.1 Differenzierbare Abbildungen

26 Definition: ,,Differenzierbarkeit*

Sei f:U - R" mit U C R" offen und x € U. f ist differenzierbar in x genau dann, wenn fiir
|h| < € mit B.(x) C U gilt

fx+h) = f(x)+ dfx) [hl+r(x,h)

Differential

wobei r(x, h) < 6|h| fiir 6 > 0 und |A| < p(d).
f hei3t differenzierbar in U, wenn es in jedem Punkt x € U differenzierbar ist.

27 Bemerkung:
1. df(x) ist eindeutig als lineare Abbildung in Z(R™, R") bestimmt.
2. Die Definition funktioniert analog fiir Banachrdume anstatt von R” und R".
3. Jede an x differenzierbare Funktion ist dort auch stetig.

4. Ist gt X - W eine weiter Abbildung mit f(x) € V, g(f(x)) € W welche differenzierbar
in f(x) ist, so ist g o f differenzierbar in x und das Differential ergibt sich als

d(g e H(x) = dg(f(x)) e df(x)
5. f(x+ h) = f(x) + df(x)[h] ist die beste lineare Approximation von f in der Nihe von x.

Es gibt sehr wenige differenzierbare Funktionen unter den stetigen Funktionen. Zum Beispiel
Polynomfunktionen, konvergente Potenzreihen (d.h. analytische Funktionen) und stiickweise Va-
rianten dieser Typen.

28 Satz: Lebesgue (m = 1), Rademacher (m > 1)
Jede Lipschitz-stetige Funktion in U C R™ ist Lebesgue-fast iiberall differenzierbar.

Ableitungen hoherer Ordnung Es gibt zwei Ansitze:

L.d df() (x)
ELARRM)

2. Wir wihlen ein festes 4 und betrachten d(d f(:)[2])[k]. Dann schreiben wir d? fOOlh, k] =
d? f(x)[k, h] (Satz von H. A. Schwarz). Induktiv erhalten wir Ableitungen hoherer Ordnung
und die k-te Ableitung ist eine symmetrische k-Linearform dk JSOOLhy, ..., bl

Exkurs Eine Abbildung g: EX — F mit Vektorrdumen E, F ist k-linear, wenn sie in allen
Variablen linear ist. Sie wird symmetrisch genannt, wenn sie fiir alle Permutationen x,;), 6 € Sy
gleich ist.
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29 Satz:
Jedes o € .S, ist ein Produkt von Transpositionen. Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.
Wir konnen lediglich sagen, dass die Anzahl [ der Transpositionen yo: = (—1)! unabhingig von
der Darstellung ist.

30 Definition: ,,*
Eine Abbildung E* — F heiBt antisymmetrisch oder alternierend, wenn fiir alle ¢ € S, gilt
g(x) = y(0)g(a(x)).

Ist g symmetrisch, so ist es ein homogenes Polynom mit k£ Variablen und Grad k beziiglich
einer beliebigen Basis.

31 Satz: Taylor Formel mit Restglied
Ist f:U — V k + 1-mal differenzierbar in U, so schreiben wir f € C*(U, V).
Sei nun f € C**\(U, V), so gilt fiir x € U, Bs(x) C U, |h| < &:
a1 e
f(x+h)= 2 _—'dff(x)[h, oo h+ o / (1 = Hkdf** (x + th)[h, ..., hdt
- Jo

=07

ox*

a Hla) a 1 ]
_ h”d f(x)+(k+1) D %/0 (1-:)"8 f(x+th)dt
: laj=k+1

k - —
a€Z,,|al:=a;+ ...+ o, al=a! . !

32 Satz: Inverse Funktionen Theorem
Sei f:U — V in C'(U, V) mit df(x) invertierbar (also dim U = dim V). Dann existiert eine
offene Umgebung U’ C U von x mit f(x) € V' C V sodass f|y:U’ — V' bijektiv ist und
fteciw’,u.
Angenommen f ist linear von R™ nach R™, soist f € A € F(R™) und somit d f(x) = A fiir
alle x. Das heiit A € GL(R™). A bedeutet einen Basiswechsel sodass die neuen Koordinaten die
linearen Koordinaten y1 (x), ..., y"™(x) genau dann, wenn dyl, ..., dy™ linear unabhingig sind.

33 Definition: ,,J mmersion, Submersion, lokaler Diffeomorphismus*
Sei f € CXU, V), k € Nund x € U. Dann wird f an der Stelle x bezeichnet mit

Immersion < df(x) ist injektiv (= m < n)
Submersion < df(x) ist surjektiv (= m > n)
lokaler Diffeomorphismus < df(x) ist bijektiv (= m = n)

Die Bezeichnungen iibertragen sich kanonisch auf Mengen statt einzelner Punkte x.

Bemerke Ein lokaler Diffeomorphismus R™ — ¥ C R™ muss nicht invertierbar sein.
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Fazit Ein lokaler Diffeomorphismus x — f(x) fiihrt neue nichtlineare Koordinaten in U iiber

V(%) = ' (f(x) = (f(x). ;)
Vi=1,...,n:dg'(x) = df(x)[e;]

34 Satz: Implizite Funktionen Theorem
Sei U ¢ R™" vV c R™, f € CKU,V). Wir nehmen an, dass U = U, XV, mitU, CcR",
V, c R". f(x) = f(& ,x”) € R™. Wir nehmen weiterhin an, dass df[-, h"] invertierbar ist fiir
Rn R™
ein xy = (x;, x;) € U; und dass f(x;) = 0. Dann gibt es offene Mengen x, € U, C U}, x; €
V5, C V; und ein g: U; — V, sodass
lONUxV,={ (. gx")|x €U, }

In anderen Worten: f _1(0) NU, XV, = Gr(g).

2.2 Untermannigfaltigkeiten des R"

Wir brauchen ein M & R” wobei
1. M &hnlich zu R™ sein, insbesondere die Dimension m.
2. M trigt differenzierbare Abbildungen

Also: offene Teilmengen U C R" sollen Untermannigfaltigkeiten von R™ sein.
Wir betrachten zuerst einmal Kurven ¢: [0, 1] = M c R*" und wollen differenzierbare Ab-
bildungen f: M — R” erhalten. Welche Eigenschaften sollte ¢ haben:

o Stetigkeit ist angebracht. Doch dies reicht nicht aus, denn die Peano-Kurve ist stetig und
iiberdeckt ganz [0, 17%.

e Alsonehmenwirc € C'([0, 1], R"*!): = {re Cl(Uf,R"“) | U, C Roffen, [0,1] C U, ).
35 Lemma:
Fiir c € C'([0, 11, R”“) hat das Bild C = ¢([0, 1]) das n + 1-dimensionale Lebesgue-Ma8 0.

Beweis (35)

to € [0,11,1 € [15.1,1,6 > 0
c(t) = c(ty) + de(ty)(@ —ty) + r(ty, 1)
i)
e L.Fall: |¢'(t))| < 6. Angenommen t; — t, < &:
= |e(t) —c(ty)| <8t —ty) +e(t — 1) < €6(t — 1), t—1ty<d(e),e <6
= c(?) € B(c(ty),26(t — 1))
Vol B(c(t)), 28(t — ty)) < 48%(t — 19)> < 48%(t — 1)
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e 2.Fall: |¢'(ty)| = 6, sup|c’(?)| < Cp.

_ ¢’ (ty) _ _ (0 -1
Cl(to) = |c’(to)| = J(el(to)),.]— <1 0 )

Dan iiberdeckt Q, c|,_ ;) mit VolQ, < Cy(t; —1_;)é. In jedem Fall ist C = ¢(I) C Q,
Q < Cyo.
36 Definition: ,,regulire Wege*
Ein Ck—Weg ce Ck([O, 1], [R’"H) wird reguldr genannt, wenn
Vte[0,1]:c'(t) #0

37 Lemma: Léinge eines Weges
Ein reguldrer Weg c hat eine Lénge:

1
L(c) = "H|dt = lim tiy) — c(t;
©=[ 1wl Jim, 3166140 = )
wobei { ={0=1y<...<t,=1},6(0) =max; |t,,; — 1]

38 Lemma:
Wir konnen folgendermafen Variablen in ¢ ersetzen:

s(t) = /I |¢! (u)|du
0

Dies Parametrisiert ¢ iiber die Bogenlidnge [0, L(c)].

39 Bemerkung:

Wir konnen eine Parametrisierung mittels eines beliebigen C¥-Diffeomorphismus ¢: [0, 1] —
[0, 1].
Es kann weiterhin passieren, dass ein Weg nicht injektiv ist. Das mochten wir vermeiden.

40 Definition: ,,Eindimensionale Mannigfaltigkeit‘
Eine eindimensionale Mannigfaltigkeit ist eine C*-Kurve in R"*! welche einen Homdomor-
phismus nach [0, 1] besitzt.
Dies beinhaltet jedoch nicht .S

41 Definition: ,,Eindimensionale Untermannigfaltigkeit*
Eine Menge C C R"*! ist eine eindimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, wenn gilt:

1. Es gibt eine offene Uberdeckung U = (U,);<; von C.
2. Fiir jede offene Menge U, gibt es eine regulire homéomorphe C k_Parametrisierung;

¢:(0,1) > CnU,
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1

3. Firallei,j € Iiste;! oc; € CK.(0,1) D ¢;'(¢;((0, 1)) N ¢,((0, 1)) 20,1

(U;, ¢;);er nennen wir Atlas.

42 Lemma: Parametrisierung des Einheitsquadrats
Es gibt eine glatte Parametrisierung des Rands Einheitsquadrats d([0, 1] x [0, 1]).

Beweis (42) Wir konnen eine stetige Parametrisierung des Einheitsintervalls finden, deren Ab-
leitungen an den Intervallenden verschwinden. Dann wenden wir diese Parametrisierung auf jede
Kante des Quadrats und erhalten eine Parametrisierung die sogar an den Ecken glatt ist. Man kann
zum Beispiel folgende Funktion wihlen:

f(®): = max(0, e'%)
J@)
Jf@O+ f(1 -1

Dann erfiillt ¢ gerade die Forderungen.

o(t): =

Beispiel: Die Strophoide Die Strophoide ist eine klassische Kurve der griechischen Mathema-
tik. Sie ist definiert als

C::{(x,y)E[R2 | F(x,y):=(x+1)x2+(x—1)y2=0}
1. F hat keine Losung fiir x > 1 oder x < —1
2. Aber F(—1,0) = 0.

3. In[-1, 1) gibt es die Losungen:

1+x 1+ x
2= x? yo(X) = +x

1-—x

a—F(x, y)=2x(x+1)+ x2 - y2
ox

OF

=2x-1
PR (x—=1y

Also ist (0, 0) der einzige kritische Punkt in C.
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2t

4 L

Stereographische Projektion Die stereographische Projektion bildet S™ ohne einen Pol auf
R™ ab. Dabei wird jeder Punkt von x € S™ auf den Schnittpunkt der Geraden durch den Pol
und x mit der Aquatorialebene abgebildet. Bis auf Rotation konnen wir m = 1 betrachten. Die
Projektionsgerade fiir einen Punkt ¢ = (x, y) hat gerade die Form c,() =1 —-1)N+1p,(qg) =
0,(1 = 1) + (ty,0) = (ty, 1 —1). Jetzt suchen wir also * € (0, 1) mit

1=+ (1=t = ()Y + 1+ (%) =21

(1 +y*) = 21"

2
-1
£ 2 y

- 1-r=1-
1+ y? 1+ )2

(Wir setzen y = t*y und Z = (1 —¢*).) Somit bekommen wir eine Parametrisierung von .S ! durch
stereographische Projektion vom Nordpol und eine vom Siidpol:

_ 2 21
le(y)=< Y2 )eS1

14+32 32 +1
B y y
)= —— = —
PN D) =T = 3
5 2) =
ps(y.2) T3

Dabei gilt weiterhin

2
2y y2—1> T 2 1
y

—1 _ _
ps(Py () = ps <—1 v
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Dies ist also eine C*™ Abbildung abgesehen von den beiden Polen (die Inversion am Kreis).

2.2.1 Lokale Struktur von differenzierbaren Abbildungen

Wir betrachten Abbildungen t: U — R" mit U C R" offen und f € C*®(U, R"). Analoges kann
fiir f € C¥ betrachtet werden.

43 Definition: ,,Rang, Immersion, Submersion, Diffeomorphismus*
Sei p € U, dann ist der Rang von f bei p:

rk f(p):=rkdf(p) < min{m, n}

Falls rk f(p) = min{m,n} ist, so heiit f Submersion bei p falls m > n und Immersion bei p

falls m < n ist sowie Diffeomorphismus fiir m = n. Analog verwenden wir diese Begriffe auf U'.
Sowie als lokale Versionen, wenn sie fiir jeden Punkt auf einer Umgebung zutreffen.

44 Definition: ,,Aquivalente Abbildungen*
Seien f; € C*(U, R") mit f;(0) = O fiir j = 1,2. Dann nennen wir f, und f; dquivalent bei 0
falls es lokale Diffeomorphismen ¢,: U — R™ und ¢,: R" — R" bei 0 mit ¢p;(0) = 0 gibt sodass
fr =9 f191

45 Definition: ,,allgemeine Koordinaten*

Wir betrachten immer die normalen (linearen) Koordinaten x’(p) = £'(p) aber bezeichnen sie
eventuell mit y* oder z' (zum Beispiel Y(f(x)) = €'( f(xl, ..., x™))). Beachte, dass dx’ = €; ist.
Allgemeiner nennen wir, falls ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist, y' = €'(¢(x)) die allgemeinen
(nichtlinearen) Koordinaten, da dy’ = de(x)[g;]. Somit sind (yl, ...,y Koordinatenin U ¢ R™
genau dann, wenn die Differentiale d y1 (p), ..., dy"(p) linear unabhingig sind. (Selbstverstiandlich
ist y': U = R)

46 Satz:
Sei f glattbei 0 € U Cc R™ und f(0) =0 € R".

1. Falls rk f(0) = m < n ist, (das heifit f ist eine lokale Immersion), dann ist f bei 0 dquiva-
lent zu i, ,: (x', ..., x™) — (x', ..., x™,0,...,0).

2. Istrk f(0) = m > n (das hei3it f ist eine lokale Submersion), so ist f bei 0 dquivalent zu
P’ (x', . xX™ e (LX),

Beweis (46)

l. m<nn=m+1

Rm f Rm+l
A ferfi

f(_l){l:f(l)
R™
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F&L X = (_fl,...,f’”,f’”“,...,f’””)(x) = (fi1)(%), f(2)(x)) Wir kénnen anneh-
men, dass |det(25(0))] > 0.

F0) = 105100 = (£l 0 Sy = 15100 ) = g
Rm f Rm+l o Rm X Rl

i ]f( %

R™ R™ x R"
Aber dann ist

i=fof5,»=1(ye0) =80 - &) =10

R™ = R 3 x = (x1), ¥p)) —= R"
I f
R! x R"
Yy Y) = F(x() =y
47 Korollar:

Falls f eine Immersion bei p ist, so gibt es eine Umgebung U, von p sodass f:U, — R
eine Einbettung ist.

48 Definition: ,,Untermannigfaltigkeit‘
Eine Teilmenge M C R" wird m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R" (m < n, k €
N), wenn es eine offene Uberdeckung V"= (U,),c; von M sodass jedes U, das Bild einer eigent-
liche, injektive C*-Immersion g@;: V; — R" mit ¥, offen in R™ und @,(V;) C M N U,. Das heiBt

]
die @; sind Homoomorphismen mit abgeschlossenem Bild, k-mal stetig differenzierbar und das

Differential dg;(x) € Hom(R", R") ist injektiv (rk dy(x) = m).

Beispiel Betrachten wir M = S™ c R™! und wihlen die Parametrisierungen

U= (R™ V{N}L,R™{S}) = (Uy, Ug)

so ist die obige Definition erfiillt.

Fragestellung Ist es wahr, dass auf den Schnitten U; N U, # @ die Funktion (,05]1 ° ¢y, ein

C*-Diffeomorphismus ist?
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49 Lemma:

Falls y: V — R” eine regulire C*-Parametrisierung ist, dann ist y ' lokal die Einschriinkung
einer C*-Abbildung. Genauer gesagt gibt es fiir jedes x € V eine Umgebung ~w(x) von y(x) €

R” und y" € Ck(f]w(x), V) sodass l//VL,,(V) = W_llffw(x)' (Das ist das gleiche wie y" oy =
idy |y-15,,))

Beweis (49) Wir betrachten erneut die Argumentation die uns zur Normalform einer Immersion
gefiihrt hat. Sei V' > ¥V, 3 x, mit ¥, = B,(x,) und € hinreichend klein. Die Zerteilung R"” = R™*!
bei y(x,) wird nun wie folgt angepasst:

Sei Tu/(xo)M : = dy(xy)[R"] eine m-dimensionaler Untervektorraum von R"” und W das Kom-
plement unter der direkten Summe:

R" =T, ,M®W

mit den Projektionen P R" — T,

wixpM, 1d = P-R" — W Nach der Definition von dy gilt:

. I"(XO, h)
w(xg + h) = w(xg) + dy(xg)[h] + r(xy, h), }ll_r)% T =

P (ll/(xo +h) - V/(Xo)) = dy(xg)[h] + Pr(xy, h)
= (dy(xo)[h + (dw(xo)) ™ (Pr(xg, h)] = dy(xg)lo, ()]

Wobei Oy B.(0) — B,.(0) c R" ein Ck—Diffeomorphismus auf sein Bild ist fiir hinreichend
kleines €. Dann folgt in den Koordinaten (z,, z,) € TXO MxW undy = axO(h), h e B.(0),h(y) =

o5 ()
w(xg + h(y) — wlxg) = (dy(x) ], &, (»)

mit einem g € C*(c, (B,(0)), W) und somit ist

dy(xo) ™' P (w(xg + h(»)) — w(xp)) = y,y € 0, (Be(0))

Firy e axO(Bg(O)) bzw. h(y) € B,(0), also xy + h(y) € B.(x,) ist also y(B.(xy)) =: ffv,(xﬂ)) die
gesuchte Umgebung von z,: = y(x,) € R" denn dort gilt:

v (2):= v (z9) + o5 dy(xy) ™ Pz — )
= (" e w)(xo + h(y) = xg + 0. (1) = X0 + h(y)

50 Lemma: Tangentialraum
Der Raum

T,M:=dy(y ™' (»)IR"]

wird Tangentialraum von M bei y genannt. Es ist unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung
V.
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Beweis (50) Wir geben eine andere Beschreibung von T, M an:
T,M = {c'(0) | c:(—£,.€,) > R" ist eine regulire C'-Kurve mit c(—¢,,€,) C M, c(0) =y }
Dann erhalten wir:

c(®) = y(p +tv),y(p) = y = ¢'(0) = dy(p)[v]

und da dy(p) vollen Rang hat, sind T, M und T\,M isomorph.
Beachte: Dies ist die geometrische Definition des Tangentialraums. Wir wissen, dass w(x,) +

T w(xo)M die beste lineare Approximation von M bei y(x,) ist.

51 Definition: ,,Repriisentation des Tangentialraums*
Ein Ck—Weg c:(—g,€) = M reprisentiert X € T, M, falls ¢(0) = x und ¢'(0) = X.

52 Korollar:
Damit kann die obige Fragestellung positiv beantwortet werden. (pz,]l ° @y, ist ein lokaler C k.
Diffeomorphismus.

Jetzt konnen wir differenzierbare Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten M ;n] c R™
und Mén > C R™ definieren.

53 Definition: ,,C’-Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten*
Eine Abbildung f: M I"l - M;" 2 zwischen C*-Untermannigfaltigkeiten heift C’-Abbildung
auf U C Mlml,falls

;o foyy € Cly ' (W) wy  (FU))
fur alle reguldren Parametrisierungen y; von M, j = 1,2 gilt.
Jede solche Abbildung definiert ein Differential
d
df(x): T My > Ty oM, df(0)[X] = 2o Se(®)

fiir beliebige C¥-Wege ¢ die X repriisentieren.

Beispiele
1. Die n-dimensionalen C*-Untermannigfaltigkeiten des R” sind gerade die offenen Mengen.

2. Die 0-dimensionalen zusammenhingenden C*-Untermannigfaltigkeiten von R” sind die
Einpunktmengen.

3. Die 1-dimensionalen zusammenhingenden C*-Untermannigfaltigkeiten von R" sind die
injektiven C*-Kurven und die einfach geschlossenen Kurven. Eine 1-dimensionale Unter-
basis des R", n > 3 wird Knoten genannt.

4. Der m-Torus T™: (S)™ & R> iiber S! & R%:

2

(x',x%, ..., x™) > (costy,sinty,...,cost,,sint,)
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54 Satz:
Ist M im,- eine C¥-Untermannigfaltigkeit von R™, i = 1,2, dann ist M| X M, eine m; + m,-
dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit.

weiter Beispiele

5. Rotationsflichen in R>
Sei c(t) = (¢, (1), c5(2)) ein C*-Weg in R?, 1 € (0, 1), ||’ ®)|| = 1, ¢;(2) > 0.

c;(t)cos(0)

w(t,0) = c;(¥)sin(0) —rL0<nrm
c3(1)

Dann ist y eine regulidre Parametrisierung, denn

c/(t)cos() —c;(t)sin(9)
dy(t,0) = | /() sin(0) —c, () cos(6)
;) 0

hat Rang 2 nach obigen Bedingungen.

Beispiele fiir Rotationsfliichen
a) Paraboloid: (c;, ¢3)(?) = (2, 1%)
b) Hyperboloid: ¢,(f) = a’ Vd+12, cy(t) = ¢’t. Dabei miissen die Fille d > 0 wo

man einen einschaligen Hyperboloid erhilt und d < 0 wo man einen zweischaligen
Hyperboloid erhélt unterschieden werden. Bei d = 0 entsteht der Doppelkegel.

c) Torus: ¢;(t) = R+ rcos(?), c5(¢t) = rsin(t) wobei R der Revolutionsradius und r der
Rotationsradius ist.

d) Das Mobiusband ist selbst keine Rotationsfliche im R3. Wir konnen es zum Beispiel
als

M:= (S~ {(1,0,0),(=1,0,0)})/(x ~ —x)

definieren. Dann ist der Rand ein Schnitt des Torus und wir erhalten eine Parametri-
sierung des Mobiusbands:

(1 + 5 cos 3) cos(u)
<Z> B | (1 + Ysinsin) [, v e (=1,1),u€[0,27)

Uaoin U
781n7
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55 Definition: ,,Verbundene Summe**
Die verbundene Summe M #M, fiir zwei Oberflichen M, M, (zum Beispiel 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten von R?) wird konstruiert als

e Nimm einen beliebigen Vollkreis aus jedem der M;.

e Klebe die beiden Teile zusammen mittels Diffeomorphismen, die die Orientierung der
Kreise an den Schnittstellen umkehren. x ~ y(x)

56 Bemerkung:
Jede abgeschlossene, zusammenhingende, orientierbare Oberfliche in R? ist entweder homéo-
morph zu S? oder zu T?#.. #T>.

6. Das Tangentialbiindel fir M" & R", TM™ < R ist definiert als

T™: = U {(x} xT,M
XEM

mit der Parametrisierung (y, dy): VX R™ — R™" fiir eine lokale Parametrisierung y von
M.

Es gibt ein hilfreiches Kriterium um zu zeigen, dass eine Menge eine Untermannigfaltigkeit
ist.

57 Satz: Satz vom reguliren Wert
Sei Fe CKR",R"™),k € N,m < n, M= F~'({y}) und F eine C*¥-Submersion auf M,
Dann ist M, eine m-dimensionale C k_Untermannigfaltigkeit von R”".

58 Definition: ,,regulirer, kritischer Punkt/Wert, Morsefunktion
Sei U Cc R™.

1. Sei FU < V c R" eine C*-Abbildung. Dann nennen wir x € U reguliirer Punkt falls
d F(x) eine Surjektion ist, andernfalls kritischer Punkt. (Reg F, Crit F)

2. y € V wird reguliirer Wert von F genannt, falls F~'({y}) ¢ Reg F. Sonst sagen wir y ist
ein kritischer Wert.

3. Fir n = 1, das heiit F:U — R: Ein kritischer Punkt x € Crit F wird nicht entartet
genannt, falls die quadratische Form

R™ X R™ 3 (h,g) = d*Ax)[h, g] € R"

nicht singulér ist. Sind alle kritischen Punkte von F nicht entartet, so heillt F' Morsefunk-
tion.
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59 Bemerkung:
o Istm=0,s0istCrit F={xe U | dF(x)=0}.

e Die Definition kann fiir Abbildungen zwischen Untermannigfaltigkeiten f € C*(M,, M,)
angepasst werden.

60 Satz: Satz von Sard
Sei f € CK(M, M,), k € N. Dann gibt es eine Menge deren kritische Werte das MaB 0 in M,
haben.

61 Definition: ,,MaB in Untermannigfaltigkeiten‘
Eine Teilmenge A einer C*-Untermannigfaltigkeit hat das Maf 0 falls y~'(A) das MaB 0 in
R" hat, fiir alle reguldren Parametrisierungen .

2.3 Mannigfaltigkeiten

Bisher haben wir Untermannigfaltigkeiten M iiber C*-Einbettungen j in R” betrachtet. Das heift
j muss ein Homdomorphismus und C*-Immersion von M auf j(M) sein. Im Folgenden wollen
wir uns von dieser Einbettung 16sen und die intrinsischen Eigenschaften von M betrachten. Dabei
gibt es folgende Beobachtungen:

1. M ist ein tolopogischer Raum, der insbesondere Hausdorff ist und sogar eine Metrik be-
sitzt.

2. Anstatt der Parametrisierungen kénnen wir auch Karten betrachten x;; = 1//{]1, xg:U —
Vy CR™.

3. Es gibt eine gewisse Kompatibilititsforderung: x;; o xl_jl, ist eine C*-Diffeomorphismus.

62 Definition: ,,Jokal euklidische Riume**

Sei M ein tolopogischer Hausdorffraum in dem das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom gilt. (Das
hei3it es gibt eine abzihlbare Basis von offenen Mengen. Zum Beispiel besitzt die Topologie
des R™ die abzihlbare Basis { B,(x) | x€Q"ae0,a>0 }.) Dann nennen wir M lokal eu-
klidisch, wenn jeder Punkt p € M eine offene Umgebung besitzt, die homdomorph zu einer
offenen Menge in einem R" ist.

63 Satz: Brouwer
Sei f ein Homdomorphismus zwischen zusammenhingenden offenen Mengen U; C R™! und

U, C R™. Dann ist m; = mj.

64 Korollar: Eindeutigkeit der Dimension
Jeder zusammenhéngende lokal euklidische Raum besitzt eine eindeutige Dimension.
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65 Definition: ,,topologische Mannigfaltigkeiten*

Eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein lokal euklidischer Raum der Di-
mension m.

66 Definition: ,,Karte, Atlas*

Sei M™ eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension m. Eine Familie (U,, Xy, accs YON
offenen Mengen U,,, die M™ iiberdecken, und Homdomorphismen x; : U, — V,, C R™ wird fiir

k € N C*-Atlas von M™ genannt, wenn C*-Kompatibilitit erfiillt ist:
Va, f € A:xy, o xE; € CX(xy, (U, NUp), xy, Uy N Up))

Jedes Paar (U, x;; ) wird Karte genanntund zu x;; sagen wir auch Koordinatensystem mit x;, =
€" o xy; . In der Regel bezeichnen wir A = (U, xy; ).

67 Definition: ,,kompatible Atlanten‘

Seien A, und A, zwei Atlanten einer Mannigfaltigkeit M™, dann sagen wir die Atlanten sind
C*-kompatibel, wenn A, U A, wieder ein Atlas ist.

Da kompatible Atlanten durch Inklusion halbgeordnet sind, besitzt jede total geordnete Kette von
Atlanten ein maximales Element. Nach Zorns Lemma gibt es also fiir jeden Atlas den maximalen
Atlas A D A, welcher alle zu A kompatiblen Atlanten enthilt.

68 Definition: ,,C*-Struktur, C*-Mannigfaltigkeit

Sei M™ eine topologische Mannigfaltigkeit, dann wird ein maximaler C*-Atlas A C*-Struktur
auf M™ genannt und (M™, A) ist eine C*-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 1 Sei M™ eine C*-Untermannigfaltigkeit von R”, dann definiert ein beliebiger Atlas
AU,,y,)eq bereits eine C¥-Struktur auf M™ und der maximale Atlas ist:

A= { x=y Ly VoyV)c M" | J oy ist eine injektive, eigentliche Immersion }

69 Satz:

Eine C*¥-Untermannigfaltigkeit M </ R" ist eine C*-Mannigfaltigkeit fiir eine C*-Einbettung
Jj und umgekehrt.

Beispiel 2 Wir zeigen, dass es verschiedene C*-Strukturen auf dem gleichen Raum geben kann:

Betrachte R zum einen mit der kanonischen C*-Struktur R; = (R, idg) und zum anderen mit der
Struktur R, = (R, x — x%). Diese beiden sind jedoch nicht kompatibel da x x3 nicht C! ist.
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Allerdings sind sie diffeomorph:

W=

R, ad R,

id
x—x°

R

Doch selbst wenn man alle diffeomorphe Strukturen identifiziert gibt es, wie J. Milnor gezeigt
hat, auf S 28 nicht-iquivalente differenzierbare Strukturen. Fiir R” und m # 4 gibt es genau eine
differenzierbare Struktur. Jedoch gibt es auf R* iiberabziihlbar unendlich viele nicht-dquivalente
differenzierbare Strukturen.

Im Folgenden werden wir in der Regel iiber C*-Mannigfaltigkeiten mit k = oo, das heiit glatte
Mannigfaltigkeiten sprechen.

70 Definition: ,,Unterobjekte*
Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann heifit eine Mannigfaltigkeit N" Untermannigfal-
tigkeit von M, wenn es eine glatte Einbettung j: N — M" gibt.

71 Satz: Whithney
Jede glatte Mannigfaltigkeit ist Untermannigfaltigkeit eines gewissen R".

72 Definition: ,,Kartesische Produkte*
Sind M lm M ;" * glatte Mannigfaltigkeiten der Dimension m, bzw. m, dann ist das kartesische
Produkt M I"l X M;" * eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension m; + m,.

Beweis (72) Sind A und A, Atlanten von M| bzw. M, und M| XM, mit der Produkttopologie,
so ist

Al X Az = { (Ul X Uz,xUl X xUQ) | (Ul,xUl) S Al,(Uz,xUz) (S AZ }
eine Atlas auf dem Produkt und
(xU] X xUz) ° (xUlf X xy; )_1 = (xU1 ° x;}) X (xU2 ° xUzr)

ist ein Diffeomorphismus.

Abbildungen Sind f;: M; — N, glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, so ist auch
f1 X fr: M; X M, - N; X N, eine glatte Abbildung.

Beispiel 1 PR™ ist der m-dimensionale projektive Raum

Er kann zum Beispiel definiert werden als der Raum der 1-dimensionalen Untervektorrdume
von R™*!  das heift der Raum aller Ursprungsgeraden. Dies kann man dann auch als Restklas-
senunter x ~ y:31 € R*:x = Ay,x,y € R™ {0}. Oder aber man betrachtet nur diese
Aquivalenzklassen iiber ™. Dort stellt sich dies dar als a(x): = —x, PR™: = S"/Z, = S"/a.
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Nun wollen wir einen Atlas fiir PR™ definieren. Dazu betrachten wir
U={xesS"|x;#0}.,i=1,...m+1

Dann wird S™ von den U, iiberdeckt. Jetzt definieren wir X! U — R", Xy, (', . xmh =

1
1
%9---,(1’),---’

Xg, ° !

Wir miissen zum einen zeigen, dass x;; = x; ein Homéomorphismus von U; nach R™ ist und
1

m+1 . . . . . «
X" ) € R™ und wir erhalten iiber die Injektion eine Karte von PR™: x :=

1

xt

zum anderen, dass die x; o x; ! Diffeomorphismen sind. AuBerdem miissen wir Folgendes sagen:
Die Topologie ist fest, da U; = z(U,) das Bild einer offenen Menge in R"™ ist.

e x; ist bijektiv, denn es ist injektiv und surjektiv:
injektiv

)

i cee F
ri
x ;
=V —x/ =x"
xl

= %' ={x,—x} mit %(x)=y
surjektiv Ist R™ 3 y = x,(z) fiir ein z, so ist

2 _{y",lsj<i

z, |y lLi<j<m+1

1

dann miissen wir nur z' = 1 wihlen.

x; ist also eine Bijektion und sowohl x; als auch xl._1 sind stetig.

Beispiel 2 Das Tangentialbiindel
Bei Untermannigfaltigkeiten des R" hatten wir R" > T,M = dy(y 1 (p))[R™]. Dies ist das
gleiche wie

{c'(0)eR" | c e C¥((~&,),R"),c(t) € M,c(0)=p }

Betrachten wir nun Richtungsableitungen von Funktionen f € C®(M): fiir c € C®((—¢, €), M)
und ¢(0) = pist

Lp=2

ARALCECIONE)

Was sind nun die Abbildungseigenschaften von L, ,?

L. L, istlinear auf C*(M).

2. L., (f1f2) = L. ,(fDL2(p) + [1() L, ,(f2)
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Aufgabe Jedes L., in R" ist von der Form (X, V f(p)) mit X = ¢’(0).

73 Definition: ,,Derivation‘

Eine lineare Abbildung L: C*°(M) — R mit der Eigenschaft
Vi1, fo € C¥(M): L(fy - f2) = L(f1) - [20) + fi(p) - L(f)

(Produktregel) wird Derivation bei p genannt.

74 Definition: ,,Tangentialraum*¢

Fiir eine Mannigfaltigkeit M und p € M definieren wir
T,M:={ L:C*(M) — R | L ist eine Derivation bei p }

Da jede glatte Kurve durch p eine Derivation bestimmt und jede Derivation auf diese Weise
dargestellt werden kann, konnen wir Tangentialvektoren durch Kurven darstellen und schreiben:
X = L = ¢'(p) falls L durch ¢ dergestellt wird, das hei3t

d
L(f)= — oc(t
(N= 2| feoe
fiir ¢ durch p.

Beispiel Offene Teilmengen von Mannigfaltigkeiten (insbesondere R") sind wieder Mannig-
faltigkeiten.

Zum Beispiel ist GL(n,R) = { A € M(n,R) | det A # 0 } isomorph zu einer Teilmenge von
IR”Z, also eine Mannigfaltigkeit. Insbesondere ist GL(n, R) eine Gruppe unter der Matrizen-
Multiplikation und die Gruppenoperationen sind C*-Abbbildungen. Dies fiihrt zum Begriff der
Lie-Gruppen.

75 Definition: ,,Allgemeine Untermannigfaltigkeit*

M {n " ist Untermannigfaltigkeit von M;n *, wenn es eine glatte Einbettung j: M, — M, gibt. Ist
Jj nur eine Immersion, so heit M immergierte Untermannigfaltigkeit.

76 Satz: Richtungsableitungen

Es sei D, eine Derivation auf C*(M) im Punkt pund x: U — R",p € U C M eine Karte bei
p. Ferner sei fir i = 1, ..., m die Richtungsableitung von f: M — R nach x':

0| fil 0 (port
5], = 5 o)

(Dies ist eine Derivation in p.)
Dann ist

D =X 55| 1

fiir ein passendes y € R™ in Abhéingigkeit von den Koordinaten x und dim7,M = m.
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Beweis (76)

1. O.B.dAseix(p) =0.SeiU C M und f € C*(U) so ist D, f wohldefiniert. Wihle
peCrWU):={feC®U) | supp f ist kompakt } mit ¢(q) = 1 in einer Umgebung von
p und setze

2~ )o@,qeU o
</>(q).—{0,q¢U e C®(M)

Sei / € C®(M) mit f|,, = f fir U' C U offen, p € U’ und setze D, f(p):= D,.f(p)
unabhingig von der Wahl der Forsetzung weil

D.¢f(p) = fD.(/)p)+ f(p)D,d(p)
b€ CU), ¢d = = ¢ =1auf supp .
= D,d(p) = D, dd(p) = D.F(p) + D, d(p)

Fiir zwei Funktionen f, f, € C*(U) definieren wir die Aquivalenzrelation fi~ fre
U c U,peU' f1|U, = f2|U, und nennen die Aquivalenzklassen [f], die Keime
von f in p. Dann ist D, auf den Keimen im Punkt p definiert. (Dies ist der Beginn der
Garbentheorie.)

2. Sei fe C*®(U), dann ist mit g € U, y = x(q)

o 0
fox = roxo+ 3 L (p))+2)()(’fl,(;()
i=1

i,j=1

= f(@) = fp) + Z x(q) —| f+ Z X (@)% (9)f;,(@)

:>Dxf(P)=f(P)Dx1+Z Dx(xi)(p)%’ f+xi(p)Dx(% 1)
—— = | 0 X" lp

=0 Vi

Wir schreiben jetzt D, =: X € T,M, X ein Tangentialvektor, interpretiert als Derivation auf den
Keimen C;°. Wir haben also

m

i 0

X:z;X(XI Ol
i=
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77 Satz: Koordinatenwechsel
Es seien x, y Koordinatensysteme, d.h. Karten bei p. Dann gilt

78 Definition: ,,Differential*

Es sei g € C*(M,, M,) und p € M,. Dann definieren wir das Differential von g bei p fiir
beliebige f € C*(M,):

dePIXIN = X(Fo 0P = 5| (Fogoe)

79 Definition: ,,Tangentialbiindel*
™:=J vem TyM hei3t das Tangentialbiindel von M mit der Projektion 7r|Tp m (T,M) = {p}.

Bemerkung T MNT M # {0} = p=gq
Ziel Wir wollen zeigen, dass TM eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

80 Satz: Struktur des Tangentialbiindels
TM besitzt eine glatte Struktur derart dass z: TM — M eine glatte Submersion ist.

Beweis (80) Waihle (U, x;) fiir M und produziere
Xpwy D X o (ep(a(X)), (x, ..., x™) € R*"
mit X = y" X' -2 |q. Dies gibt uns einen Atlas von TM.
1. Als Basis der Topologie von TM wihlen wir die Mengen

{ (xﬂ“(U))_l(O) | U e U, 0 offen in xﬁ_l(m(”—l((])) }

2. Dannach ist jedes x -1, ein Homdomorphismus ~ NU) - x”_l(m(n'l(U)) mit offenem
Bild. Es bleibt zu zeigen

X”—I(U) ° (yﬂ.—l(U/))_l auf Xﬂ.—l(U/)(ﬂ'_l(Un U/))
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Also betrachte die Abbildung (y;;/(q), Y) = (xy(g), X) mit Y’ = yan %(q)xf.

Yur (@ = yr o x;H(xy (@)

a0y’ - ox'
<0x/ (q)) = <ayf' (q)>
Eine einfache Konsequenz ist, dass fiir f € C*(M,, M,) auchdf € C*(TM,;,TM,) ist.

81 Korollar: Kettenregel
Seien f € C®(M, M,), g € C*(M,, M3), so ist

ge f € CO¥(My, M3) Ad(g e f)(p) = (dg(f(p)df(p)

Beispiel

1. Ist E ein endlich dimensionaler R-Vektorraum der Dimension m, so ist E eine glatte Man-
nigfaltigkeit der Dimension m und diffeomorph zu R™ unter Wahl einer geeigneten Basis.
Um T, E zu bestimmen, verwenden wir die Translation 7,(v): = v+ e. Dann sei v € E mit

der zugehorigen Derivation bei 0: Vf: = % |t=0 f(tv). Dann ist

T,E=dr,|[E=TyE]l ~TyE
Somitist TE ~ E @ E iiber (e}, ;) = 7, (e;).

2. Fiir TS™ mit der natiirlichen Einbettung S™ </ R™*! Dann kénnen wir auch 7.S™ mittels
dj in TR™! einbetten und

m+1
djX1= Y X/ =|,  (xX/)=0
i=1

X

9

ox'

3. Um T, ,,M; X M, darzustellen miissen wir bei den Injektionen die jeweils andere Ko-
ordinate fest wihlen und dann erhalten wir
7“(p1’p2)M1 X M2 ~ Tpl Ml @ szMz

82 Definition: ,,Vektorfelder

Ein glattes Vektorfeld X auf M ist ein glatter Schnitt von 7, das heiit X € C*(M, TM) mit
T o X = ldM
Fiir M = R™ ist ein glattes Vektorfeld ein Element von C®(R", R™).

Das duale Objekt zu T, M ist (T,M)* = T, M. Sei f € C*(M) dann ist df € C*(TM,R x R)

AXIP) = X, ) | =X, )
X 1f(p)
cy generiert eine Kurve:
x=¥x 2| s amae = ¥ 1L = xs0)
= o, = ox
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83 Lemma: Kotangentialbiindel
Das Kotangentialbiindel von M ist definiert als:

TM:= || T;M
PEM

Jeder Kotangentialraum T, I;k M ist ein Vektorraum der Dimension m mit einer Basis (dx’ (p))l'.": i
fiir ein beliebiges Koordinatensystem x bei p.

Beweis (83)

: J o | i_ ox :
dx' —| | = —| xX=—=(@p =4
X [dxf p] ox; ) YT o P) =2
Der Rest folgt wie fiir TM.

84 Definition: ,,Frame*
Sei (U, x) ein Koordinatensystem fiir M . Dann wird das System der Vektorfelderin U: ( % |p) peU
wird frame fiir TM {iber U genannt.

85 Definition: ,,1-Form*

Das Analogon zu Vektorfeldern sind 1-Formen: Eine glatte 1-Form o ist ein glatter Schnitt
von z*:T*M — M, das heit w € C®(M, T* M) mit z* o w = id,,.

86 Definition: ,,Menge von Vektorfeldern, 1-Formen*¢

Die Menge der glatten Vektorfelder iiber M wird als z' (M) und die der glatten 1-Formen als
A1(M) bezeichnet.

87 Bemerkung:
Ist X € TI(M), w € AI(M) so0 ist w[X] € C*(M) und wir konnen fiir eine beliebige glatte
Kurve ¢: [0, 1] - M ein Integral definieren:

1
/a):=/ w(c@®))[c'(1)]dt
c 0

2.3.1 Differenzierbare Abbildungen

1. C*(M) istimmer ein groBer Raum, denn C.°(U) ist unendlich-dimensional fiir jede offene
Menge U # @ (abschneide Funktionen).

2. Zerlegung der 1

88 Definition: ,,Parakompaktheit‘
Ein toplogischer Raum X wird parakompakt genannt, wenn jede offene Uberdeckung eine
lokal endliche Verfeinerung besitzt.
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89 Lemma: Parakompaktheitsbedingung
Sei M ein zweit-abzéhlbarer, lokal kompakter Hausdorffraum, zum Beispiel eine glatte Man-
nigfaltigkeit, so ist M parakompakt.

Beweis (89)

1. M besitzt eine abzédhlbare Basis von offenen Mengen mit kompaktem Abschluss (man
nehme eine beliebige abzihlbare Basis und wihle die Mengen mit kompaktem Abschluss
aus). Sei (Vj)j=1 eine solche Basis.

2. Nun konstruieren wir Mengen G, i € N so, dass G; kompakt ist und

VieN:G, c G,

U =m

ieN
Ist G,: = V}, so ist G; kompakt. Haben wir nun G; bereits konstruiert, so setzen wir

Jiv1

Gy = U Vi
k=1

k
Jiqp =ming K>i+1 UUJ-DC_?,-
j=1

3. Wihle die kompakte Menge W;: = G, \ G, und eine offene Umgebung Z;: = G; ., ~G,, ;.
Dann ist V; = (UnN Z;)y eine offene Uberdeckung von W, enthilt also insbesondere eine
endliche Teiliiberdeckung (U; N Z ,.)Zi: \- Seinun p € W, und U, eine Umgebung aus der
endlichen Teiliiberdeckung. Dann konstruieren wir v, € C®(M) sodass supp v, C U,
und y,(q) = 1 fiiralle g € U, C U,. (U,) ist ist ein weitere offene Uberdeckung von W,
und besitzt somit wiederum eine endliche Teiliiberdeckung (U,)'",.

Betrachte alle Funktionen die induktiv auf diese Weise konstruiert werden konnen. Sie
ergeben eine abzihlbare Menge (v, ) wobei y, fiir p, und suppy;,, C U, b ist erzeugt wurde.
Dann ist (U, )iey die bendtigte Verfeinerung.

90 Definition: ,,Zerlegung der Eins*
Ein System von Funktionen (¢;) ey, ¢; € C.°(M) mit

L.VjeN:0<¢; <1
2. VjeN3i; eNisuppg; C Uij evr
3. ZjeN¢j =1

heiBt eine der offenen Uberdeckung U untergeordnete Zerlegung der Eins.
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91 Satz: Zerlegung der Eins

Sei Ueine offene Uberdeckung von M die lokal endlich ist, das heit jeder Punkt von M besitzt
eine Umgebung die nur endlich viele Elemente von U’schneidet. Dann gibt es eine untergeordnete
Zerlegung der Eins.

Beweis (91) Wir haben bereits eine abzihlbare Familie von Funktionen (y;) mit lokal endli-
chem und kompaktem Support. Aber

1//::21;/[21:>u/_1 € C®(M)

ieN
Also setzen wir

=Y -
¢i'_W:>Z¢1 1

ieN

92 Definition: ,,Rang einer Abbildung*¢
Fiir eine Abbildung f € C®(M lm " M;" *) mit Koordinaten x, und x, bei p € M, bzw. f(p) ist
der Rang definiert als:

rk f(p): = 1k (x5 o f o x71)(x,(p))

Dies ist unabhiingig von der Wahl der Koordinaten.

93 Definition: ,,Singulér, Regulér
Ein Punkt p € M wird reguldr gennant, falls 1k f = m, < df(p):T,M, — Ty, M, ist
surjektiv. Andernfalls wird p singulérer oder kritischer Punkt genannt. Ein Wert ¢ = f(p) wird
entsprechend reguldrer Wert oder kritischer Wert genannt.

94 Definition: ,,Degeneriertheit‘
Sei f € C®(M) und p € M ein kritischer Punkt. Dann heiflt p nicht degeneriert, wenn
die quadratische Form zu diesem Punkt (%(p))i’ j nicht-degeneriert ist, das heifit O liegt im
Spektrum der quadratischen Form.
Dies ist wiederum unabhéngig von der Wahl der Koordinaten.

95 Satz: Morse Lemma
Sei p € M ein kritischer, nicht-degenerierter Punkt von f € C*(M). Dann gibt es Koordina-
ten x bei p sodass

r(p) n
f@=fp) =Y, P+ Y )
j=1 Jj=r(p)+1

Die Zahl r = r(f, p) hiangt nicht von der Wahl der Koordinaten ab.
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Beweis (95) siehe zum Beispiel [Lan96]

96 Korollar:
Nicht-degenerierte, kritische Punkt sind isoliert.

97 Definition: ,,Morsefunktion
f € C®(M) wird Morsefunktion genannt und r(p) ist der Morseindex von f bei p.

98 Definition: ,,Submersion, Immersion, Diffeomorphismus, Einbettung*

Eine Abbildung f: M ;" > M;" * wird Submersion bei p genannt, wenn 1k f(p) = m, < my;
Immersion, wenn 1k f(p) = m; < m, und ein lokaler Diffeomorphismus, wenn 1k f(p) = m; =
m,. f wird Einbettung genannt, wenn es eine injektive Immersion ist und ein Homdomorphismus
auf sein Bild.

99 Satz: Rang Satz

Habe f € C*(M,, M,) den konstantem Rang k. Dann gibt es fiir jeden Punkt p € M Koor-
dinaten x, fiir M, bei p und x, fiir M, bei f(p) sodass

Xpo foxy'(x!,ox™) = (!, .., x5,0,...,0)

100 Definition: ,,Nullmengen auf einer Mannigfaltigkeit*

Eine Menge X C M™ hat das MaB 0, falls x(X) C R™ das Maf 0 hat fiir alle Koordinaten x
der differenzierbaren Struktur auf M.

101 Satz:
Habe f € C*(M,, M,) den konstanten Rang k.

1. Ist f surjektiv, so ist es eine Submersion. (k = my, < m;)
2. Ist f injektiv, so ist es eine Immersion. (k = m; < m;,)

3. Ist f bijektiv, so ist es ein Diffeomorphismus. (k = m; = m,)

Beweis (101)

1. Angneommen f ist surjektiv, aber k < m,, dann ist

xzofoxl_l(xl,...,xrl") = (xl,...,xk,O,...,O)

——

my—k>0

Das heift das Bild von x, e fe xl_1 einer Menge x(U,n f‘l(Uf(p)j)) hat das MaB 0 in [R{’Z”.
Also hat f(M) das MaB 0 nach Betrachtung einer abzihlbaren Uberdeckung von M, und
M, durch Koordinatenumgebungen. Somit kann f nicht surjektiv sein.
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2. Angenommen f ist injektiv mit konstantem Rang k < m;,m,. Ist k # m; < m, so ist
k < m; und fiir jeden Punkt p € M konnen wir Koordinatensysteme x, x, finden, sodass
fiir |x| < &:

Xpo foxTl(x!, ., x™ =, .., x50,...,0)
Ist k < m; kann diese Abbildung nicht injektiv sein, im Widerspruch zur Annahme.

3. folgt aus den vorherigen beiden Aussagen.

2.3.2 Eingebettete Untermannigfaltigkeiten

102 Definition: ,,Eingebettete Untermannigfaltigkeit*
Ist f: M| — M, eine glatte Einbettung dann ist j(M) mit der induzierten differenzierbaren
Struktur die eingebettete Untermannigfaltigkeit.

103 Lemma:
Die folgenden Bedingungen fiir eine Abbildung j € C*(M,, M,) sind dquivalent:

1. j ist eine Einbettung.

2. Fiir jeden Punkt j(p) € j(M) gibt es Koordinaten x: U, — R™ bei j(p) sodass

x:((M)NU) 3 g~ (x'(g),....x™M(g),0,...,0) € R™

2.3.3 Niveaumengen

Was kann fiir f € C®(M,, M,), p, € M, iiber f~'(p,) gesagt werden?

104 Satz:
Sei f € C®(M,, M,) eine Abbildung konstanten Rangs k. Dann gilt fiir gilt fiir alle p, € M,:

e f~!(p,) ist eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von M, der Dimension m, — k.

o T, f~(p,) = ker df(p)

Beweis (104) Beip, € f - (p,) konnen wir Koordinaten x fiir M, finden, sodass x: f - ()N
U,3q (x'(g),....x"(g),0,...,0) € R™ Satz 99 (Rang Satz).

105 Bemerkung:
Fiir k = m, erhalten wir Satz 57 (Satz vom reguldren Wert).
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3 Vektorfelder

3.1 Algebraische Eigenschaften
M) ={ X eCM,TM) |z} « X =idy, }

In lokalen Koordinaten x: U, — R™ ist
S 9
X(p) = Y X'(p) | X' € C™(U,)
i=1 p

dquivalent zu X |Ux € rl(Ux). Glatte Vektorfelder X: C®(M) — C®(M) auf M sind lineare

partielle Differentialoperatoren erster Ordnung. 7! (M) ist ein Links-Modul iiber C*(M).
Gibt es ein Produkt von Vektorfeldern? Das heil3t eine (R-) bilineare Abbildung

(M) x ' (M) > (X,Y) » [X,Y] € /(M)

106 Definition: ,,Lie-Klammer*¢
Fiir X, Y € (M) sei

. 3 _ i 0 9 _ i 0 xi 0
(X, Y1f:= X(Yf) Wf)—(ZX axf;Y ox/ E}Y oxi axf>f

oy Axd
-y <X’—y/_ - Y,a_x_> iy
o ox! ox! | ox/

die Lie-Klammer.

107 Lemma: Algebraische Eigenschaften der Lie-Klammer
Seien X,Y, Z € (M), f, g € C*®(M), dann gilt:

L [X,Y] = -[Y, X]
2. [fX, gY] = fglX, Y] + f(XQ)Y — g(YNX

3. [[X, Y], Z]1 + (1Y, Z], X]1 + [[Z, X], Y] = 0 (Jacobi-Identitct)

Funktorielle Eigenschaften Sei ¢: M — N wie wird dann z!(M) auf z!(N) abgebildet. Wir
wissen, dass dg(p): T,M — T, N linear ist und fiir X € T,M, f € C*(N) ist

dp(p)[X]f = X(fe p) = X(¢" /) = . X(f)

Dabei nennt man ¢* pull-back und ¢, push-out.
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Achtung Im Allgemeinen ist ¢, X ¢ z!(N), wohl aber, wenn ¢ ein Diffeomorphismus ist. Das
heiflt in diesem Spezialfall kommutiert das folgende Diagramm:

™ - TN
x[ﬂw ¢*XI,[TN
M L N

108 Definition: ,,Verwandtschaft‘
Fiir ¢ € C®(M, N), X € 7' (M), Y € t'(N) heiBit ¢-verwandt, wenn

dp[X]=Ye ¢
SX(fep)=Yep)f=Yfodp

Das bedeuetet das folgende Diagramm kommutiert:

™ % TN

4,

M ——N

109 Lemma: Verwandtschaftsinvarianz der Lie-Klammer
Seien X, X, € t'(M) sowie Y;,Y, € 7' (N) und X; mit Y; ¢-verwandt fiir i = 1, 2. Dann sind
auch [ X, X,] und [Y}, Y5] ¢-verwandt.

Beweis (109) Sei f € C®(N), dann ist

[X1, X5](f e @) = X1 (X5(f o @) = Xo(X (fe @) = X (X f o ) = Xp(Y [ o @)
=Y (NN -V, 1 f)edp=[Y.V21f¢

Beispiel Es sei ¢ eine Submersion und X, X, iiberall tangential an die Fasern von ¢ (das heif3t
Untermannigfaltigkeit ¢~'(g), ¢ € N). Dann ist auch [ X 1» X,] tangential an die Fasern, denn X;
ist ¢-verwandt mit ¥; = O und qub_l(q) = Ker d¢(p).

110 Definition: ,,Lie-Algebra‘

Es sei E ein R-Vektorraum mit einer bilinearen Abbildung EX E 3 (e, e,) = [e], e,] so dass
Bedingung 1 und 3 aus 107 erfiillt sind. Dann heifit E Lie-Algebra.

Beispiele

1. z}(M) ist eine Lie-Algebra der Dimension oo.
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2. Jeder R-Vektorraum E wird eine Lie-Algebra mit der Definition [e;, e,] = 0. Diese sind
die abelschen Lie-Algebren.

3. Der dreidimensionale Raum mit dem Kreuzprodukt (R?, x) ist eine Lie-Algebra.

4. LAR™) ~ Rmz ist eine Lie-Algebra mit dem Kommutator [A, B] = AB — BA.

3.2 Integralkurven

Wie 16st man die Gleichung X f = g mit f, g € C*(M) nach f fiir gegebene X und g?

Beispiel M =R", X = -2 x=(x',y):

9f =
(0 = g

ﬁ 1oy 1
axl(x ’y) _g(x 9y)

1

Fy) = £, ) + / ¢(t, s
0

Dann wird %|y von ¢, (f): = y + te; erzeugt. Also: eine glatte Kurve c: (—¢,€) - M erzeugt
X € ' (M) lings ¢ gdw. X(c(1)f = %(fo o), |t] < e.

111 Definition: ,,Integralkurve
Eine Kurve Cy (a,b),—00 < a < b < o0 heilit Integralkurve von X € TI(M) gdw.

1 e)(t) = X(e,)(0) & L(f o c,(1) = X(c,(D) ]
2. c,(0) = p.

Diskussion Sei x: U, — R" eine Karte, ¢,: = x' o ¢, s0 ist

9
ox!

HOEDNCALO
i=1

()
denn
/ i d i i
cp()(x): = E(x °c,)(1) =¢, (1)
Das heiit mit x, X € Tl(x(Ux)) gilt (x o cp)’(t) = X, X(x 0 c)(1)), x ° c,(0) = x(p) = 0.

Wir haben also die gewohnliche autonome Differentialgleichung f'(r) = x, X(f(?)), f(0) = 0
zu l16sen.
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112 Satz:

Sei X € t'(M), dann gibt es zu p € M eine offene Umgebung U, und € > 0 so, dass die
Abbildung

(—e,e) X Up S (t,q) — cq(t) eEM
wohldefiniert, d.h.
1. ¢,(?) ist eindeutig bestimmt.
2. ¢, (1) existiert fiir [f| < e und alle g € U,
und glatt ist.
113 Korollar:

Zujedem X € 7! (M)und jedem p existiert eine maximale Integralkurve Cpt (ap, b,) > M,—o0 <
a, <0< b, <00, c,t) = X(c,(t)),c,(0) = p.

Beweis (113) (Skizze)

Es gilt ety +1) = cp(,o)(t). Uberschneiden sich also zwei Integralkurven, so ergibt ihre Ver-
einigung wegen der Eindeutigkeit eine neue Integralkurve. Mit Zorns Lemma folgt dann die
Behauptung.

Bemerkung Es seien Cp>Cpy maximale Integralkurven mit Cp, ) = cpz(tz), SO ist Cp, () =
¢p,(t +19). Das bedeutet die Integralkurven von X zerlegen M in immergierte Untermannigfal-
tigkeiten.

Beispiele
L. Istin R™, X(p) = a € R"™ ein konstantes Vektorfeld, dann ist c¢,(t) = p + ta fiir alle
p € R",1 € R. Insbesondere ist a, = —co, b, = oo fiir alle p.
2. X € t' (M), X(p) = 0, dann ist c,(0) = p, %L-c:of" c,(t) = ¢, (0)f = X(p)f = 0.
¢)(0) = X(p).

3. Lineare Vektorfelder im R™: X € L(R™) ¢ C®(R"™,R™). Fiir jedes lineare Vektorfeld ist
x = Oeine Nullstelle, also eine Integralkurve. Wie sieht eine Integralkurve im allgemeinen
aus? ¢ (1), sodass ¢ (0) = y, (c;)' (1) = X(c; (1) oder x(t) = X(x(1)) mit der Losung

s (1) =¥ ()
= () (1) = X(e¥ ()

Dabei ist
[ tj
tX — Yoy
e Z I X
j=0
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dies konvergiert wegen
00 . 00 ; 00 .
Yo LI Xy
Y yi P
12, X< X Srixd < 3 =
J=0 J=0 J=0

auBerdem gilt Xe'* = ¢*X o [X,e'*] = 0. Alle Integralkurven sind gegeben durch
eX(y),ye Rt eR.

A 0
0 A

A 0
et<°1 ‘2>(y) - (%2,
eh2)2

114 Definition: ,,Vollstiindige Vektorfelder

Ein Vektorfeld X € z!(M) heifit vollstindig, wenn Vp € M:a, = —o0, b, = co0. Dann setzen
wir

Beispiel m=2, X = ( > bzgl. {e;, e, }. Integralkurven durch y = (', %) ist

PP =c,(t)tERpEM
115 Satz:
Sei X € TI(M) vollstindig, dann gilt:

1. Fiir alle t € R ist ¢¥ ein Diffeomorphismus.

2. ¢(),( =1id,,, q.'),)l( ° d),)z( = ¢,)1(+,2 = ¢t)§ ° q,')fl( insbesondere (¢)~! = ¢¥..

Diskussion

1. (¢tX );cr heiBt der Fluss von X. Jedes System (¢,),cg von Homdomorphismen bzw. Dif-
feomorphismen einer topologischen bzw. differenzierbaren Mannigfaltigkeit heil3t ein dy-
namisches System. Dies fiihrt zur Systemtheorie.

2. Ist®@ = (¢,) ein dynamisches System, @ C Diff (M), dann ist @ eine abelsche Untergruppe
von Diff (M) parametrisiert iiber R oder eine 1-parametrige Untergruppe von Diff (M).

3. Der Fluss (¢,X) bildet ein wichtiges Werkzeug der Differenzialtopologie, zum Bei-
spiel um (Unter-)Mannigfaltigkeiten zu verformen.

4. Im allgemeinen sind Fliisse ur lokal definiert. Dieselben Ideen fiihren zu lokalen Diffeo-
morphismen.
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Weitere Beispiele

1. Eine Integralkurve ¢, von X heifit periodisch, wenn
a) a,=—-00,b, =00
b) ¢,(t +T) = c,() fir T> 0.
2. Es gibt aber auch dichte Orbits, das heif3t 1-dimensionale immergierte Integralkurven, de-
ren Abschluss die gesamte Mannigfaltigkeit ist. Wihlt man beispielsweise T2 = R%/Z?2

und betrachtet die Projektion einer Gerade in R? mit irrationaler Steigung. So liegt diese
Kurve dicht im Torus. Man nennt dies den Kronecker-Fluss.

116 Lemma:

Sei X € TI(M), X(p) # 0. Dann gibt es ein Koordinatensystem x: U, — R™ zentriert bei p

. _ 0
so, dass Vg€ U,: X(q) = g
Beweis (116) Wiihle ein Koordinatensystem y: U, — R™ und die Umgebung U, mit 0 ¢ X(U,)
so, dass X(p) = %

. Dann setzen wir fiir y = (yl, y') € R™ und
P

x'OLyY) =, 070.)
Dieses x hat ein invertierbares Differential in p und somit wurde die Behauptung fiir eine genii-

gend kleine Umgebung von p bewiesen.

3.3 Lie-Gruppen
Fiir die Beweise dieses Kapitels siehe [War83, Kapitel 3].

117 Definition: ,,Lie-Gruppe*
Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe G die zugleich eine differenzierbare Struktur besitzt so, dass
die Abbildung G X G > (g1, 8) — &8, ! € G differenzierbar ist.

Beispiele
1. (R™, +) ist eine abelsche Lie-Gruppe, denn (x, y) — x — y ist differenzierbar.

2. C = R? mit einer komplexen Struktur, das heiBt es gibt eine Abbildung J € L(R?) mit
J? = —idg.. Dazu gibt es auBerdem eine reelle Struktur R = ((1) o ) die mit J antikom-
mutiert: RJ + JR =0.

3. (C,-) ist eine abelsche Gruppe, aber auch R? ~ 0 mit (z, z,) ~ z, - z, glatt.
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118 Definition: ,,Komplexe Mannigfaltigkeit*
M sei eine C*°-Mannigfaltigkeit der Dimension 2m. Dann heif3t M komplexe Mannigfaltigkeit
der Dimension m gdw.

x; X, € Diff(xo(U, NU, ), x,;(U,, NU,))
holomorph ist bzgl. der komplexen Struktur J,, = @, J auf (R%)™, d.h.
[dx; o x;'), J,,]1 =0

Dann konnen wir x/ + iy/ = z/ € C als Koordinaten einfiihren.

Das Hauptbeispiel G = GL(M,R) = det™'(R*) ¢ AR™) = M(m, R). Dann interessiert uns:
1. Was ist das Tangentialbiindel 7" GL(m, R).

Fir H € GL(m,R) gibt es eine Umgebung U C GL(m,R) C M(m,R) ~ IR’"Z. Also ist
T, GL(m,R) ~ R™ ~ M(m,R).
m
M(m,R) > A — ”Z_‘ﬁ Al axij | €Ty GLW.R) = Ty M(m.R)
Wie konnen wir nun einen Tangentialvektor bei I,, darstellen?
Zum Beispiel: t = I, +tA, |t| < € = €(A) oder besser: R 2 1 — ¢t € GL(m, R) denn

d
_eIA — AelA

dt

ist eine Integralkurve des linearen Vektorfelds x — Ax auf R™. Der Vorteil hieran ist, dass
die ¢'4 eine Untergruppe von GL(m, R) bilden.

119 Definition: ,,Operatoren‘
Fiir H € G: = GL(m, R) definieren wir Transformationen auf G folgendermaf3en:

Ly(K):=H K Linksmultiplikation
Ry(K):=K-H Rechtsmultiplikation
Cy(K):=H-K- H! Konjugation

Dabei sind Ly, Ry und Cy Diffeomorphismen.
Betrachte das folgende, nicht notwendigerweise glatte Vektorfeld:
Lx(H):=dL,(D)[X], X € T\G
Dann gilt

EX(HK) = dL 5 (K) (dLg(D[X]) = dL 5 (K[ X(K)]
=>LXeL, =dLy[FX]
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120 Definition: ,,Linksinvarianz*

Ein Vektorfeld X auf G wird linksinvariant genannt, wenn es L ;;-verwandt zu sich ist fiir alle
H,dh.VH e G:dLy[X]= X Lg.

121 Lemma:
Linksinvariante Vektorfelder auf GL(m, R) sind glatt.

Beweis (121) Sei f € C*(GL(m, R)), dann wollen wir zeigen, dass X f € C*(GL(m, R)) ist.
Mit X: = L X, gilt:

Xf(H) = X o Ly(f)(1)=dLy(D[X,](f)

d d
- = L tX, - = HIXO
d |, T Ee ) = | L JHE™)

und dies ist glattin H.

122 Korollar:

Linksinvariante Vektorfelder sind glatt und vollsténdig, da der Fluss folgendermaf3en gegeben
ist:

¢ X(H) = Lye'™®

123 Lemma:

Der Raum der linksinvarianten Vektorfelder auf GL(m, R) kann mit 7| GL(m, R) ~ M(m, R)
identifiziert werden. Also ist gl(m, R): = T} GL(m, R) eine Lie-Algebra mit der Lie-Klammer:

[X,Y]:=[*X, Y1) = “[X, YI(1)

124 Definition: ,,Lie-Algebren zu Lie-Gruppen*
Fiir eine Lie-Gruppe G ist T|G die zugehorige Lie-Algebra, wir schreiben dafiir g.

125 Satz:
Auf jeder Lie-Gruppe sind linksinvariante Vektorfelder glatt und vollsténdig.

Strukturelles Problem G — g ist wohldefiniert. Aber diese Abbildung ist sogar injektiv und
surjektiv mit passenden Einschrinkungen.

126 Korollar:

Es gibt einen Diffeomorphismus GL(m, R) X gl(m,R) o (H, X) — Lx(H) € T GL(m, R).
Wir sagen: das Tangentialbiindel ist trivial.

Betrachten wir den Diffeomorphismus C;(K) = HKH ™!, Dann ist C H, °Ch, = Cy, g, und
Cyu(15) = 15 also ist Cy ein Gruppenhomomorphismus. Wir nennen Adg: = dCg(1) € gl(g)
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die adjungierte Abbildung zu H. Dann ist Ad: G € H — Ady € gl(g) ein Homomorphismus
und glatt. Dies ist eine Reprdsentation von G.
Weiter ist Ad(15) = I,. Dann definieren wir ad: = d Ad(15): f — Zg).

127 Lemma:
Fiir X, Y € g gilt

ad(X)(Y) = [X, Y]

Betrachten wir jetzt die orthogonale Gruppe: O(m): = { A € GL(m,R) | ATA=1 m } Dann
konnen wir zeigen

1. O(m) ist eine Gruppe.

2. O(m) ist eine glatte Mannigfaltigkeit.

Um dies zu zeigen, verwenden wir Satz 57 (Satz vom reguldren Wert). Betrachten wir
zunéchst die Funktion

FR™ 5 A2 ATA € Z,(R™)
Wihle ein B € O(m) und analysiere
d®(B): AR™) - Z(R™)
Nimm einen Tangentialvektor T'€ T, Z(R™) dann gilt

w®m=%h

=B'T+T'Be Z,(R™

<p(B+tT):i (B+tD"(B+1D
0 dt =0

1=

Sei C € Z,(R™),C = C") und wihle T= 1 BC so gilt
d(b(B)[%BC] = %(BTBC+ C'B'B)=C

Es handelt sich also um einen regulidren Punkt. Auflerdem ist @ eine Submersion und somit
ist O(m) eine Mannigfaltigkeit und die Gruppenoperationen sind glatt.

Berechnen von Integralkurven Ist E ein Vektorraum iiber KK so kann man ein lineares Vek-
torfeld A immer in .S und N, Polynome iiber A, zerlegen:

A = S(A) + N(A)

Mit SN = NS, N ist nilpotent und .S ist halbeinfach, das heit wenn E’ C E S-invariant ist,
S(E') C E',sogibtesein S-invariantes E” sodass E = E'@E". S wird zerlegtals AI 5/ ® S| .
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Regeln
1. HeAH! = oHAH™
2. & AHB) = 014618 fa]15 [A, B] = 0.

Bemerkung Fiir ein nilpotentes N ist ¢’ ein Polynom von ¢ der Ordnung k wenn N* = 0,
Speziell fiir K € {R, C}: Hier kann jedes A bis auf Konjugation in Summanden der Form

A (A) = :: 1=t | :.. 1
0 A 0 0
_ (An@ ~PL\ _ (An@ O o
Azm(“’ p = ( pI Am(a)) - ( 0 A,,,((X)) +p <Im 0 >
N 26) _J (. A\é) v

Beachte: [AD, AP =0

0 “m | _. 2 _
<I 0 >—.J:>J =—1I,,

m

e ; < - cos ptl, —sinptl
etJ — t_(_l)JI T (_1)/J — ( ) m m
1—20 ! 2 j:zo 2j + 1! sinptl,,  cosftl,

Einige klassische Lie-Gruppen und -Algebren iiber R und C

GL(m,R) gl(m,R)

GL(m,C) gl(m,C)

O(m, R), dimO(m) = =+l o(m,R) ={AcAR™)|AT=-4)
O(m, C) o(m,C)

U(m) =U(m,C)={T€GLm,C) | T'T=1, }
SL(m,R) = { A € GL(m,R) | det A = 1 } (nicht kompakt!) 8I(m, R)

SL(m,C) 3l(m,C)
SU(m) = U(m) N SL(m, C) 3u(m)
SO(m) = O(m) N SL(m, R) 3o(m)
Sp(m,R) ={ Te€ GLCm,R) | T"J,T=J, } 3p(m, R)
Sp(m, C) 8p(m,C)

Mit J,, = <_(} Ié”) Sp sind die symplektischen Gruppen
m

128 Definition: ,,komplexe Lie-Gruppe‘

Eine komplexe (analytische) Lie-Gruppe ist eine reell analytische Lie-Gruppe mit einem kom-
plexen Atlas sodass p: (x,y) = x - yund v: x — x~! ebenfalls komplex analytisch sind.
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129 Definition: ,,Exponentialabbildung*
Wir definieren die glatte Abbildung:

Lx
exp:g = G, X — exp(X):= ¢, *(15)

Bemerke dexp(0) = I, das heilit exp ist ein Diffeomorphismus auf einer offenen Umgebung
U von0 € g.

130 Definition: ,,Lie-Homomorphismus*

Einen glatten Homomorphismus ¢: G — H zwischen Lie-Gruppen G und H nennen wir Lie-
Homomorphismus.

131 Lemma: Eigenschaften der Exponentialabbildung
1. Seien G, H Lie-Gruppen mit den Lie-Algebren g, h und sei die Abbildung ¢: G - H ein
Lie-Homomorphismus. So gilt

exp(dgp(0)[X]) = ¢(exp(X))
do

4>f]

g
l exp \L exp
¢

G—H

2. Ad(exp(X)) = XX

3. Cf)(exp(X)) = exp(Ad[](X))

Eine Lie-Gruppe hat eine zugrundeliegende Gruppe, welche eine topologische Gruppe mit
einer zweitabzihlbaren, lokal-euklidischen Topologie.

Hilberts 5. Problem (1900) Besitzt jede solche topologische Gruppe eine Lie-Gruppenstruktur?
Dieses Problem wurde 1952 von Montgomery und Zippin gelost:
Jede zweitabzidhlbare, lokal-euklidische topologische Gruppe, welche Hausdorff ist, besitzt
eine eindeutig bestimmte differenzierbare Struktur, welche sie zu einer Lie-Gruppe macht.

132 Lemma:
Ein Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen Lie-Gruppen ist bereits glatt (also ein
Lie-Homomorphismus) wenn er stetig ist.

Beachte Betrachte eine Abbildung j: M — N zwischen glatten Mannigfaltigkeiten. Falls j
eine injektive Immersion ist, nennen wir das Paar (M, j) Untermannigfaltigkeit von N. Ist j eine
glatte Einbettung, nennen wir es eingebettete Untermannigfaltigkeit.
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133 Definition: ,,Lie-Untergruppe
Sei G eine Lie-Gruppe und H eine Untergruppe mit einer Injektion i: H — G. Dann ist (H, i)
genau dann eine Lie-Untergruppe, wenn H eine Lie-Gruppe und (H, i) eine Untermannigfaltig-
keit von G ist.

134 Satz:

1. Sei (H,i) eine Lie-Untergruppe. Dann ist (H, i) genau dann eine Untermannigfaltigkeit
von G, wenn H abgeschlossen in G ist.

2. Sei G eine Lie-Gruppe mit der Lie-Algebra g. Dann gibt es einen ein-eindeutigen Zu-
sammenhang zwischen den Lie-Unteralgebren von g und den zusammenhiingenden Lie-
Untergruppen von G.

3. Sei G eine Lie-Gruppe und H eine abstrakte Untergruppe mit einer differenzierbaren
Struktur, sodass (H, i) eine Lie-Untergruppe von G ist. Dann gilt
e Die differenzierbare Struktur ist eindeutig bestimmt.

e Die Topologie stimmt mit der von i induzierten iiberein.

135 Satz:

1. Ein Lie-Homomorphismus ¢: G — H ist genau dann eine Uberlagerung, wenn d¢(1;)
ein Isomorphismus zwischen g und ) ist.

2. Jede zusammenhiingende Lie-Gruppe G besitzt eine einfach zusammenhingende Uberla-
gerung 7: G — G (die universelle Uberlagerung) sodass 7 ein Lie-Homomorphismus ist
und G eine Lie-Gruppe ist.

3. Seien G, H Lie-Gruppen mit den zugehdrigen Lie-Algebren g und §) und sei ¢:g — §
ein Lie-Homomorphismus. Dann, falls G einfach zusammenhéngend ist, so gibt es einen
Homomorphismus ¢: G — H sodass d¢ = ¢.
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4 Tensoren und Differentialformen

Siehe auch [War83, Kapitel 2].

4.1 Das Tensorkalkiil
Im Folgenden bezeichnen V, W und E endlichdimensionale Vektorrdume iiber K. Mit F(V, W)

bezeichnen wir freien Vektorraum erzeugt von den Punkten in VX W . (formale Linearkombina-
tionen von {(v,w) € VX W}, nicht punktweise!). Dann sei R(V, W) der Untervektorraum von
F(V, W) welcher von Elementen der folgenden Form erzeugt wird:

(V] + vy, w) — (U1, W) — (y, W)

0, wy + wy) — (v, w;) — (v, wy)

a(v, w) — (av, w)

a(v, w) — (v, aw)
firae K, v,y v €V und w, w,, w € w.

136 Definition: ,,Tensorprodukt‘
Das Tensorprodukt ist definiert als W® V: = KV, W)/R(V, W) mit [(v, w)] =:v ® w.

Nach diesen Definitionen gilt dann
W +)QuwW=v,Qw+v,Quw av@w)=(av) @w =v Q (aw)
Das Tensorprodukt ist also bilinear. Weiter Eigenschaften sind:
o V® W~ WQ® V kanonisch

e Das Tensorprodukt @: VX VX ... XV - VQ V® ... ® V ist durch eine universelle
Eigenschaft definiert:

Fiir jede multilineare Abbildung 2: VX VX...XV — W existiert eine eindeutige Abbildung
hV®V®...Q®V— W sodass das folgende Diagramm kommutiert:

VRV ...QV
/ \

VXVX...XV h w

137 Lemma:
Seien V|, V,, V3 Vektorrdume, dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus i: (V; ®V,)®V; —
V1 ®(V,®V3)sodass il(x®y) ®2) =x @ (¥ ® 2).
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138 Definition: ,,Tensorraum*
Ist E ein Vektorraum, dann definieren wir

r S
-@re@r
i=1 i=1
als den Tensorraum vom Typ (r, s) und

T(E) = @ E;

r,s>0

als die Tensoralgebra.

Beispiel
u=u1®...®url®u7®...®u;
v=vl®...®ur2®U>1k®...®v;k2
u®v=u1®...®url®vl®...®vr2®u*f®...®u;"l®UT®...®U;"2

Elemente v in E; werden homogen vom Grad (r, s) genannt. Sie heiflen zerlegbar, wenn sie
sich in der Form

r N
S. * * *
E,.—®U,-®®Ui, v; € E,v; €E
i=1 i=1

schreiben lassen.

139 Definition: ,,symmetrische/antisymmetrische Tensoren‘

k) 1
Poym(01 ® ... @ vy) = 5 2 Vo) ® - ® Ugqry
" 0ES)
k) 1
Pasym(Ul ® ® Uk) = F Z e(G)UU(l) ® ® Uo‘(k)

' oeS)
k

0, ®...0 v, € T(E):= ®E
i=1

k
AFE = P, T,(E)

A°E = K, AE = @AkE
k>0

Dies ist das duflere Produkt.
Beachte, dass fiir dim E < k gilt: Pégm(ul ®..Q0uy)=0.
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140 Satz:
AE=Q)\_, A¥E, n = dim E ist eine assoziative Algebra unter dem Keilprodukt

ky+h
AMEX ARE — ARRE (W), w,) = w; Awy:= ckl’kzPss;:,r, 2)(w1 ® w,)

mit einer konstante ¢ ; = W Es gilt dabei
. >y
wl A I/UZ = (—l)klkz(wZ A wl)

Insbesodere ist A E: = @), A%KE abelsch.

141 Definition: ,,innere Multiplikation‘

Seiu € AV und £(u) € End(AV) mit e(u)v: = uAv,v € AV . Dann definieren wir i(u): = €’ (u)

als die innere Multiplikation.

Beispiel Eine Bilinearform g auf TM ist ein glatter Schnitt von T*M @ T* M. Ist diese Form
symmetrisch und positiv definit, so ist g[X, X](p) > 0 und Gleichheit wird genau fiir X = 0
angenommen. Dies nennen wir eine Riemannsche Metrik auf M. Wir messen die Linge von

Tangentialvektoren, somit

1
L(C)I=/ gc' (1), ¢’ (1)dt =/O Vale@)le' (1), ¢’ (1)ldt

wobei c: [0, 1] — M ein regulérer, stiickweise C ! Weg ist.
Ist M zusammenhéngend, so konnen wir folgendes bilden:

dy(p, q): = inf L(c)

¢ von p nach g

142 Lemma:
d,, ist eine Metrik auf M welche die Topologie von M generiert.

143 Lemma:
Es gibt Riemannsche Metriken.
Sei E ein endlicher Vektorraum. a(e®, f)(e) = e*(e)f, f(e*,e) = e*(e).

E*®E =~ HE)

|

E*XE®R - K

\L@ ﬁ:trE

E"QE
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4.2 Tensorfelder und Differentialformen

A
NM:=NT*M= | | NTyM “— M
PEM
die glatte Struktur induziert von einem Atlas auf M. Auf U, haben wir fiir jeden Schnitt c:

w(p) = Y @, (pdx'(p), dx'(p) = dx"(p) A ... A dx'i(p)

i<ij<...<i;<m

und u € C®(M, A/ M) & VI:0; € C¥(U,).

144 Definition: ,,Differentialformen‘
Die glatten Schnitte von A’ M werden mit 4/ (M) bezeichnet und A(M): = Dy NM>s>w=
o’ + o + ...+ @ °(M) = C®(M). Sie werden auch glatte (j-)Differentialformen genannt.
AMM) wird die duBlere Algebra der Differentialformen genannt.

145 Lemma:
1. A(M) ist eine assoziative R-Algebra unter duerer Multiplikation.

2. Fiir w; € Vi(M) gilt o, A wy = (=1Y"2w, A @,. (Superalgebra-Struktur)
3. Wir definieren die Involution €, auf A(M) als £M|AIT*M =(-1) idA,-T;M.
)4
4. Es gibt eine eindeutige lineare Abbildung d: A(M) — A(M) mit folgenden Eigenschaften:
a) do’ = do fiir o € 2°(M) ~ C®(M)
b) ded=0
¢) dlw) Awy) =dw; Aw, + €0 A dw,

d wird das duflere Differential oder Cartan Differential genannt und (A(M), d) heillit de
Rham Komplex.

Bemerkung Es ist hilfreich

w = fdgy Ndgy A ... Ndgy, [, g € CZ(U)
zu schreiben, zum Beispiel

do=dfANdg N...\Ndg,
und fir w = wy, dx'o erhalten wir

do = I, _ S 66010 j i
a)—dcoio/\dxo—z T dx) A dx’°
j=1

HM) ~—— A(N)

P,

M —N
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146 Lemma:
¢* ist ein Algebra-Homomorphismus und kommutiert mit d. Um ¢*w fiir @ € A*(N) konkret

zu schreiben, benutzen wir den Isomorphismus
P o)Xy, ... X1 = o(P(p)dP(P)[X ], ... dp(p)[ X ]]

X; € T,M und d¢(p)[X;] € T}y, N.
147 Lemma:
Eine alternierende k-Form a auf 11(1\/[) ist punktweise von einer Differentialform w € A (M)

abgeleitet, wenn
alX,,...., X ] € CO(M)
alfX,,.... X, 1€ folX,,..., X;]

Auswertung mit

I; 800 0 _ o1
& (P 25 = 6]

4.3 Die Lie-Ableitung
Wir mochten ein Vektorfeld Y in der Richtung eines anderen Vektorfelds X Ableiten.

Ly Y(p) = d* (¥ ()Y

148 Definition: ,,Lie-Ableitung*
Die Lie-Ableitung ist definiert als

Lf@r=X10)= L| 1o

Beachte, dass (¢, p) — (],’),X (p) glatt in einer Umgebung (—€,€,) XU, ist.

149 Definition: ,,Lie-Ableitung auf Differentialformen*¢
Sei w € A(M) und X € 7'(M), dann setzen wir
Zyw(p):= 4 dfw
X . dt =0 t

150 Lemma: Eigenschaften der Lie-Ableitung
Sei X, Y € 7,(M), o, w;, 0, € AM), f,g € 1°(M), so gilt

1. &y ist eine Derivation auf A(M), das heif3t

Lx(w) Awy) =(Lxw)) Awy + oy ANM(Lywy)
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2. Zx(fdg) = (X dg + fdZLxg = (X Hdg + fd(Xg)
3. Zy(@[Y]) = ZxolY] + o[ ZxY]

4. LyY=[X,Y]

5. [d, Zx1=0

Beweis (150)

1.

d d
Ly Aoy = L] ¢, Awy = —‘
x@in@) = bl ne)= o

=3XCO1/\CD2+CI)1/\$X002

(pf ) A dfw,)

2.
Lx(fAdg)=ZLxfAdg+ fALxdg
= (Xdg+f S| drag = Xndg+ racxe)
3.
Zx@MP) = 5| o) = | o6, m)
= 2| @b GIad GV = | diak)ds_ G PG
= Zyo(IY + o)Ly Y]
4,

(ZxNf(p) = df(D)[ZLXxY(p)] 2 Zx(df(pIY]) — (ZLxdNIY]
= Zx(¥Y)p) — dXNHYI(p) = XY )(p) - V(X1 )(p)

5. Benutze dw = dgy A ... A dg; und Teil 1.

151 Satz: Cartans magische Formel

Py =dei(X)+i(X)od =Py

Prof. Briining Bodo Graumann



Analysis auf Mfkten 4 Tensoren und Differentialformen Seite 58

Beweis (151) Auf zerlegbaren Formen ist

k
iX)W' A ... AvK) = Z (=D XTI A AT AT A AL
S o—— =1

@

oder alternativ, wenn man die Interpretation als alternierende k-Formen bevorzugt:
l(X)CU[Xl, ceey Xk—l] = CO[X, Xl’ ceey Xk—l]

Damit sieht man, dass i(X) eine Antiderivation auf A(M) vom Grad —1 ist. AuBBerdem ist d eine
Antiderivation auf A(M) vom Grad 1. Somit ist & X(/ik(l\ﬂ) c AK(M), aber ist es eine Derivation?
Sei w; € A%i(M),i = 1,2 und berechne

Py Awy) = (dei(X)+i(X) o d)o, A,

=d([i(X)w; Aw,y + €01 Ai(X)w,) + i(X)(dw; A @y + €3,01 A dw,)
=(dei(X)w; Aw,y —i(X)e w; Adw, + depypoy AN i(X)wy + o) Ad e i(X)w,
+i(X)dw| A wy — deyo; A i(X)wy +i(X)epw) Adwy + @ Ai(X) o do,

=gxw1/\CO2+w1/\jXCO2

Fy(fdg) = X fdg + fdXg = (X dg + fd(Xg)
= X fdg + fd(i(X)dg) = (Lx dg + [ Lxdg = Lx fdg

Da die beiden Derivationen hier libereinstimmen, sind sie gleich.

4.4 Integration

152 Definition: ,,Orientierbare Mannigfaltigkeit‘

Eine Mannigfaltigkeit wird orientierbar genannt, wenn es einen Atlas .4 von M gibt, sodass
fiir x,y € A gilt

detd(xoy™)>0

153 Lemma:
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

1. M ist orientierbar.
2. Es gibt ein w € A" (M) mit Vp € M: w(p) # 0. Wir bezeichnen w auch mit vol,,.

3. A™T*M ~ {0} besteht aus zwei Komponenten.
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Beweis (153) Wir nehmen an, dass M zusammenhzngend ist, sonst muss die Betrachtung fiir
jede Komponente einzeln durchgefiihrt werden.

1) = (2) Sei A cin Atlas wie er in der Definition vorausgesetzt wird und (¢ ;) ;- €ine Zerle-
g j’jeN
gung der Eins, die der Uberdeckung (U,) e, untergeordnet ist. Dann definieren wir

vol (p):=dx' A ... Adx™(p)
w: = Zd)jvolxj >0
jeN

Beip e L, U, haben wir

L L
o(p) = D\ b, Vol () =D ), () detd(x;, »x;)(x;,(p) | vol, (p)
k=1 k=1

— ——
>0

. J/

~
2inf, det d(x;, ox;il)(P)

(2) = (3) Ist M nicht orientierbar, so gibt es einen stetigen Weg @: [0, 1] - A™M sodass
@(0) = w(p), &(1) = —w(p) und &(t) = A(H)w(c(t)) = 4:[0,1] - R*

SchlieBlich miissen wir noch zeigen, dass A™ M hochstens 2 Komponenten haben kann.
Sei py € M fest gewdhlt und p € M beliebig, w(p,) € AZOM so gibt es einen stetigen
Weg @: [0, 1] - A" M mit w(0) = p,, 7,0(1) = p. Dies geniigt um die Behauptung zu
zeigen.

Beispiele

1. (R™,voly,) ist orientierbar.

2. T™ ist orientierbar, denn S' ist orientierbar. Dies gilt wiederum denn

S!'=R/Z erbt de[i]:l
00

3. 8™ c R™! ist orientierbar mit

volgm(x) = j*(i(X) voly,) #0

4. Es gibt auch nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten: zum Beispiel das Mobiusband.

Im folgenden werden wir uns auf orientierte Mannigfaltigkeiten beschrinkten. Das heift ori-
entierbare Mannigfaltigkeiten mit einer gewéhlten Orientierung w = vol,,. x ist orientiert, wenn
vol, [ 2. 91> 0.
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Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung besagt

b
d
/ 77/ Wdt = f(b) = f(a)
g at
Dieses wollen wir auf R™ verallgemeinern.

Der Satz von GauBB Ist M ein wohlbegrenzter Bereich im R” und X € 7,(R™), so ist

/MdiVX=/aM(X,nG)

Dabei istdiv X(x) = Z;.”:l % sehr speziell. Besser wiire ein Satz iiber eine ,,universelle Derivati-

on“, zum Beispiel d. Dabei verallgemeinern wir I = [0, 1] zu A™, dem m-dimensionalen Simplex
mit Rand dA™ und dann hitten wir gern

/da)=/ w
Am aAm

wobei diese Dinge jedoch erst exakt definiert werden miissen. Jedes @ € A7(R™) kann als
w(x) = f(x)dx1 A ... Adx™ =: f(x) volg dargestellt werden. Dann definieren wir:

154 Definition: ,,Integration von Differentialformen‘‘

_ _ 9 9
/m w: = . f(x)dx = /m a)[axl,..., dx’"](x)dx

wobei letzteres das Integral bzgl. des Lebesgue-Mal3’ ist.

155 Definition: ,,m-Simplex*
Die Menge

A" = { (x',...,xX™" eR"

m
inﬁ 1/\Vi=1,...,m:xi20}

i=1
nennen wir m-Simplex. Dies ist gerade die konvexe Hiille von {0, ey, ...,e,,}.
156 Definition: ,,Seiten‘

Die m + 1 Seiten von A™ sind kanonische Bilder von A”~! und somit durch folgende Abbil-
dungen gegeben:

m—1
: . k 2 -1
are X1y = i=0: (1- E xx7, LX)
/ Pt
1<i<m: (x'..,x7Lo,x™*, . xm
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fir0<i<m.

Dadw;(x) = '/:1=1 gTa’dek ist, gilt:

m
w(x) = Zcoj(x)dx1 A AT A LA dx", w; € C*(R™)
=1

= do(x) = ) do;(x) Adx" A ... AT AL Adx"
j=1
m

n 0w; . 0w;
=y (—1)f—lgj’,¢1x1 Aondx" = (_I)HWJ' volgn(x)
j=1 j

J=1

Jetzt konnen wir integrieren:

ow ! ow !
—(dx = —(x)dx
ox/ J

Am OX Z;’;l x/<1 0x

-2, dy; . .
=/ / P dd A ™
Zl#xlsl 0 ox/

1 i—1 I i+1 i+1
:/ coj(x,...,x/ ,1—2x,x1 x0T L x™
z

12 X' <1 I#]

1 i-1 i+ 1
—w;(x,...,x L0, ™A, L x™)

Nun kénnen wir x/ — x/ ,/ <1l—1und x> X1 ,1 > j+ 1 substituieren und erhalten:

ow; , m-l ,
—(x)dx = w(x', .., x0T = xhxd, o xm!
j
m OX/ Am-1 -~

- a)j(xl, L0, X, ™ dx

Die vermutete Identitét entsteht dann nur dadurch dass wir den Randoperator 0 definieren und
den analytischen Ausdruck geometrisch interpretieren.

157 Definition: ,,glatter p-Simplex‘

Wir nennen 6, glatter p-Simplex in M (zum Beispiel M = R™), wenn es eine Abbildung
8P: A’ — M und die Einschrinkung einer Abbildung § € C®(U, M) auf einer offenen Menge
Us D AP

Dann definieren wir fiir o € A*(M):

/ w:= | (")
5P AP
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Mit CP(M) bezeichnen wir den freien Vektorraum der von allen glatten p-Simplizes aufge-
spannt wird. Dann kénnen wir den Randoperator 9: C°*(M) — CP~1(M), welcher linear fortge-
setzt werden kann als:

p
06:= Y (~1)'60 I
i=1

158 Lemma:
ded=0
Beweis (158) Wir verwenden:
p=1 _ p=1 _ ,p=-1 _  p=2
fi ° fj = fj+1 ° fl‘
fliri <j.

159 Satz: Stokes
Fiir jeden glatten m-Simplex 6 in M und jedes w € A"~ (M) gilt

/da)z/ w
(Sm am

Beweis (159)

/dwz/ 5*(da))=/ d(6*w)
6 Am Am

p p 14
— -1 i — -1 i 5o m—l L -1 i/ !’n—l * 5*
/0560 2 (=D ./5,.w i:zl (=D /Am_l (6o fi" ) i:zl (=D - (i) (07w

i=

Wie in vorheriger Betrachtung gilt mit #: = §*w fiir 5 = Z;”zl 111-dx1 A... /\510(4/\ Lo AdX™:

/d i( 1)"1/ 2 4
n= — -ax

m m—1
= Z(—l)j_1 / nj(xl, uxT = Z X%, x"H(x0)
=1 4m-1 I=1

—nj(xl, xR0, X, ™ (x0)dx

Prof. Briining Bodo Graumann



Analysis auf Mfkten 4 Tensoren und Differentialformen Seite 63

Auf der anderen Seite:

= -1 m=lyx

/05“’ §< )/AM(f, n

=) <—1)1'/ 17 G e ST A A DG T A AT e
Am—1

0<1<m
1<j<m

Was ist mit Integralen von @ € A5 (M) iiber M ? Dazu brauchen wir Orientierung!

Integration auf orientierbaren Mannigfaltigkeiten

M ist orientierbar gdw. A™ M zwei Komponenten A™ M hat. Eine Orientierung ist eine Wahl
aus diesen Komponenten, zum Beispiel A™ M. Dann wird A™ M _ die entgegengesetzte Orientie-
rung genannt. Ist (X;)?" | eine Basis von T, M so wird sie orientiert genannt, wenn Xy A...AX,, €
A"M

4

160 Definition: ,,Integral auf Mannigfaltigkeiten*
Sei w € AT(M) und wihle eine Zerlegung der Eins (x @) jen wie bevor, sodass Vlej €
A"™M_ und det d(xj ° xj,)_1 > 0. So definieren wir

- = fl* )
/Ma). %/qu,w EZN/W@, Y ()

161 Satz:

Sei M orientiert durch A™ M, dann ist Definition 160 (Integral auf Mannigfaltigkeiten) un-
abhéngig von den Auswahlen.

Beweis (161)  Sei (x;, ;) (V. W) zwei solche Auswahlen. Dann kénnen wir fiir @ € A7'(M)
schreiben:

=Y [ &Ym= Y, [ G e (@ u)

jk>1JR" jk>1JR"
=Y | GVGwe =), | 6w,
jk>1JR" k>1JR”

da die Transformationsregel gerade der Pullback ist. Somit ist das Integral wohldefiniert.

Im folgenden sei G C M ein Gebiet mit kompaktqn Abschluss. Sei X = X(p) € T.(M),p €
OM . X wird duferer Vektor von G genannt, wenn ¢,X € M~ G fiirt € (0,e(X, p)),e > 0.
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162 Definition: ,,Randorientierung*

Die Hyperfliche N = 9dG besitzt die Randorientierung induziert von M und G bedeutet, eine
Basis {Y},....Y,_|} C TPN ist genau dann orientiert, wenn {—X, Y], ..., Y,_;} orientiert ist.

Nun konstruieren wir eine Uberdeckung von G des folgenden Typs. Fiir jeden Punkt p € G
konstruieren wir eine Umgebung U, mit

1. Ist p € G so wihle eine Koordinatenumgebung mit U, C Int ™.

2. Istp € 0G = N so wihle ein U, in M sodass U, N G C 6 mit 8,0G C 5,,.

163 Satz:
Sei G C M offen, relativ kompakt und zusammenhingend sowie 0G = N eine glatte Hy-
perebene. Ist M orientiert, so sei G mit der Randorientierung besetzt. SchlieBlich wihle eine
angepasste Koordinateniiberdeckung wie oben. Dann gilt fiir € A"+ (M):

o

Beweis (163)

/de=Z/G(l)kdw:];/G(d((bka})—d(bkAa)): Z/Gd(q’)ka))

k>1 k>1

Y [apo=F [ 4o= T [0
k>1 & k>1 7 96y k>1 S

supp ¢ NIG#D

= > | $o= Z(AY/ 5 /(@)
k>1 Ori k>1 Rm-1
0<i<m 0<1<m

=Zeﬂf/ Simbro =Y, @w=/a)
k>1 Rm-1 k>1 oG oG

Ist g eine Riemannsche Metrik so verwenden wir im folgenden die Schreibweise
g™M X, YI(p) = (X, V) s (p)-

Historische Bemerkung Auf dem R™ haben wir die Standardkoordinaten g, [-%, 2] = §;;.
Das heif3t (% |p):”: | ist eine Orthonormalbasis fiir jedes p € R™ — die Euklidische Metrik (to
otoyeia — Die Elemente der Geometrie).

Die induzierte Metrik auf einer Untermannigfaltigkeit F2 ¢ R? ist g'F(p): = gm3 (p) .

p
Gaull vermal} das Konigreich Hannover. Dies fiihrte zum Theorema agregium: Die induzierte

Metrik ist in der Fldche selbst bestimmbar. Riemann erkannte: eine Mannigfaltigkeit besteht auch
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ohne Metrik. AuBBerdem definierte er einen Kriimmungstensor, welcher die Geometrie der Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit charakterisiert. Insbesondere ist eine Mannigfaltigkeit genau dann
lokal isometrisch zum euklidischen Raum, wenn der Riemannsche Kriimmungstensor identisch
verschwindet.

Diskussion Lokal gibt es orthonormale Schnittbasen (orthonormal Frames) on f . Mit einer Ori-
entierung ergibt sich dann orientierte, orthonormale Schnittbasen. Dadurch entsteht ein Span-
nungsverhéltnis zwischen den lonf (e,-)l’.’:1 und den lokalen Rahmen (%).

Definieren wir Yb[X]: = (X,Y)und b~! =:f, dann ist Y — Y? ein Isomorphismus zwischen
T,M und T, M. Beachte, dass e'[e;] = ef[ej] = (e.e;) =6
normale Basen auf orthonormale Basen abbildet.

ijs der Isomorphismus also ortho-

Beispiel
grad f:= (df)ﬁ
0o 0
8i;j(p) = <$, ﬁﬂp)
(g")= (g~
- ;0
df= 1—4
grad f ;a oy
m
(grad f, —=) = Zl,a’g,k
J:
0 0 of
= (ANt Ly =daq-L=L
(@Nh =20y =A== =~
m m
of . .
2 o8 = X deus =Y o, =d
k=1 k.j=1 j

164 Definition: ,,Jokale Volumenform*
Ist (e;) ein loonf fiir TU , dann setze

1 m

VOlUX:=e A...Ne

und vol,, ist global eindeutig bestimmt.

165 Definition: ,,Riemannsches Maf3*
Fir f € C.(M) setzen wir

/f:=/fvolM
M M
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Erinnerung Sei G C M ein relativ kompaktes Gebiet und dG eine orientierbare Hyperfliche,
so ist in p € dG der Normalenvektor n,:= X € T,M,|X| = 1,X1T,0G (X duBerer Vek-

tor). Dann ist (ei):”z'l1 onf fiir 70G orientiert in dG (relativ zu G), wenn {n,, ey, ...,e,_; } in TM

orientiert ist und voly; = e! A ... Ae™ .

Sei j: 0G — M die natiirliche Einbettung. Dann gilt fiir € A" ~}(M)

/da)=/ j¥w
G G

Der x-Operator (von Hodge)

Wir haben auf allen Tensorbiindeln lonf, zum Beispiel fiir einen lonf (e;) mit dualem Frame (e")
ist
ICN;,1<i<...<i <m

I._ i '
(e':=€e1"A... A elk)k:O,...,m

ein lonf von AKT*M
m
AM:= AT*M = @@ A*T*M
k=0
Seia € A/M, € A"/ M, soist
a A p=®(a,p)voly = (a, d(P)), voly,
mit @ bijektiv, nach Riesz. Fiir @(f) = y ist dann
S (a,y) 4 Voly, = a AD ™ (y) voly,
&=, € LA M, A M)
Wir berechnen @' (e!) mit |I| = m — i:
(a,elVe' A.onem=and () = a;voly, = an® () = ale' Ae'lsgn(l,il)

1

=ance! =ajel Nellc= c=sgn(l,il)

= &7 l(e) = sgn(1,iDe = #,e!

166 Lemma: Eigenschaften von

1. #% = emMH mit £M|AJ'M =(-1Y id ;.

2. * ist eine Isometrie

Wir definieren

/1(2)(M): _ M—M)||'||(2)

mit der Norm

2. 2
||a)||(2).=/ |CO|AMV01M=/ W A *@
M M
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167 Definition: ,,Divergenz eines Vektorfeldes*
Sei X € 7,(M), dann

div X vol,,: = d(X")

168 Satz: Satz von Gaul3
Fiir X € 7;(M) und der &ufleren Normalen n,, gilt

/diVX = (X,n,)
G

oG

Beweis (168) Nach Stokes ist

/divX: 0y X
G G

O.B.d.A. sei supp X C U, und (ei):”=1 loonf in U,, also vol,, = e A...Ae™. Dann ist

X=) Xe, X'=(X,e)=(X"ec)

Xb — inei
i
*MXI’ = ZXisgn(i, (1, codym)) - e" A A A AC"
i
= ZX"(—I)He1 A AE A AE"
i

Randorientierung:

A e =(=D)"tem Al AL A =in, Avolyg <= n, = (=1)" e
Also ist

jfe=e,1<i<m-1

jre")lel = e"(p)lj.el = e"(ple] = (e e)(p) =0,i=1,....m— 1

J g X0 = XM(=1)"""vol,e = (X, e, )(—1)""" vol,

= (X, (=1)" e, ) voly; = (X,n,) volyg

Etwas mehr Geometrie

169 Definition: ,,Kovariante Ableitung*
Zu X,Ye r(M)sei V:Y— VY € r;(M) eine Abbildung so, dass

1. X — VY ist C®(M)-linear
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2. VyfY=(XHY+ fVY

Dann hei3t V kovariante Ableitung und affine Zusammenhang. Eine Levi-Civita-Ableitung erfiillt
zusitzlich zwei metrische Eigenschaften:

3. X(Y,Z) =(VyY, Z) + (Y, VxZ) (metrisch bzw. orthogonal)
4. Die Torsion TV[X,Y]: = VY — Vy X — [X, Y] = 0 (torsionsfrei)

170 Satz: Hauptsatz der Riemannschen Geometrie

Eine Levi-Civita-Ableitung auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist durch V y eindeutig
bestimmt.

Beweis (170) Seien X, Y, Z € 7;(M). Dann gilt

X(Y,Z)y = (VyY, Z) +(Y,Vy Z) 4-1)
Y(Z, X)=(VyZ,X)+(Z,VyX) (4-2)
Z(X,Y) =(VzX.Y) +(X,V,Y) (4-3)
([X,Y],Z) =(VxY, Z) = (Vy X, Z) (4-4)
(I, Z], X) = (Vy Z, X) = (V. Y, X) (4-5)
(1Z,X1,Y) =(VX.Y) = (VxZ,Y) (4-6)

Dann konnen wir (4-1) + (4-2) — (4-3) + (4-4) — (4-5) + (4-6) rechnen und erhalten die Formel
von Koszul:

VY, Z) = X(Y, Z) + Y(X, Z) — Z(X,Y)
(X, [Y. Z]) + (Y, [X, Z]) = (Z,[X, Y]))

Problem der Geoditischen Zu p,q € M wird ein kiirzester Weg ¢, ,:[0,d(p,9)] - M
gesucht, das heift

¢pq©) = p, ¢pa(d(P. ) = 4. s (0] = 1
L(c,) = dy (P, 0)

171 Lemma:

Sei x: U, — R" zentriert bei p. Dann existiert ein lonf (e;) fiir TM |, derart, dass die Frame-
ableitungen bei p verschwinden: Vi, j: (V ¢® j)(p) =0.Ist (f ) ein beliebiger If, dann heilen die
GroBen (V. f}, 1, k))?j v die Christoffel-Symbole von (f;).
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S de Rham und Hodge Theorie

Bisher haben wir Objekte in Bezug auf lokale Koordinaten betrachtet und die Unabhéngigkeit
von der Wahl der Koordinaten gezeigt. Allerdings gibt es auch nicht-lokale Eigenschaften, wie
zum Beispiel Orientierung. Diese werden mit der Topologie im Zusammenhang stehen.

de Rham Kohomologie Wir betrachten (A(M), d), d’: (M) — AZ*'(M)und e: AM — AM.
Diese gentigen der Gleichung de + ed = 0. Der Raum AM wird durch € in gerade und ungerade
Formen zerlegt AM = A“M @ A°? M und d ist ungerade.

Wichtig: d*> = 0 und somit ist Imd c Ker d. Dann definieren wir

Hyp(M):= Ker d/Imd = @) H (M) = H{4(M) & H2 (M)

J=1

Funktorielle Eigenschaften Sei f € C*(M,, M,) so erfiillt f*: A(M,) — A(M,) die Eigen-
schaft dy, f Y= f*d w, und dann induziert f * einen Homomorphismus H ,z(f): H r(M,) —
Hp(My).

Nun stellt sich die Frage, ob dies auch fiir eine allgemeine Abbildung A: A(M) — A(M) funk-
tioniert. Wir brauchen dazu die Eigenschaft: Ad = +dA.

172 Lemma: Homotopie Operator
Betrachte K: A(M) — A(M) vom Grad —1. Dann induziert A: = +(Kd + dK) induziert einen
Endomorphismus von H ;z(M) vom Grad 0.
Ein solches K wird Homotopie Operator genannt.

Beweis (172)
Ad = +(+dKd) = +(+dKd) = dA
Wir berechnen nun H,x(R™) induktiv. Dazu wihlen wir die Abbildungen 7:R"™ X R —
R™ z(x,t):= x und s: R™ - R"™ X R, s(x): = (x,0). Dann wollen wir zeigen, dass
ﬂ'*S* - idﬂ(RmXR) = —E(Kd - dK)

fiir ein passendes K gilt. Dazu untersuchen wir die Struktur der Formen auf R X R:

o(x, 1) = Z (folx,Ddx; + fi(x,)dx; Adt) = Z fole,Dr*dx; + fi(x,Dm*dx; A dt
IJCN,, LJ | < ~

' '
Typ A TypB

Dann konnen wir die Formen mit # € A(R™) auch schreiben als
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Typ A o = f(x,t)z"n
Typ B w = f(x,t)x*n A dt
Dann definieren wir fiir 5 € A/(R™):
0 we V" 'R"xR)

Kw: = 4 i
/ fx,wduz'n we VR"XR)
0

Dann ist der Grad von K gerade —1.
Beachte zuerst, dass 7 o s = idg» und somit s*z* =idy _gm.
Dann gilt fiir Typ A:

w = f(x,H)n*n,n e V(R™
(r*s* —id)w = 7*(f(x,0)s*7"n) — f(x,O)x*n= f(x,0)7"n — f(x,t)x*n

(Kd — dK)o = K ((ax f(x, t)dx + %(x, 1dt) A ¥+ f(x, t);r*dn)

(19 .
=0+ (-1Y / a—i(x, wdu 7*dn = (1Y (f(x,1) — f(x,0)7"n
0

= (=D (z"s* —id)w

(1Y (dK — Kd)w = (z*5" id)w = e(dK — Kd)w
und fiir Typ B:

o= f(x,Hr*n Adt,n € ¥ (R™)
(m*s* —id)w = 7*(f(x,0n A s*dt) — f(x, )"y Adt = —w

(dK — Kd)f(x,)x*nAdt =d < / t f(x, u)du ﬂ*n> — K (0, f(x,0)dx A ¥ A dt)
0
= /l 0, f(x,wydudx A w*n+ f(x,t)dt A x¥n + /I S(x,udu 7*dn
0 0

t t
- / 0, f(x,u)dudx A n*n— / f(x,u)du #*dn
0 0

= (=1Y f(x,Hx*n A dt = (-1 (z*s* — id)w

173 Satz:

; R, j=0
HJ Rm —
ar(®") {o, ji>0
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Beweis (173) Esreicht m = 1 zu betrachten. Dort gilt fiir j = 0:
Kerd={f=c|ceR}
Imd™' =0= H),(R)=R

und fiir j = 1 ist
Kerd' = A'(R)={ f(tdt | f€ C®(R) } =Imd’ = { g'(t)dt | g€ C*(R) }

174 Satz: Poincaré Lemma
Ist U ¢ M diffeomorph zu R™ so gilt

Hjp(U)=0, j>0

175 Korollar:

Seien f, g € C®(M,, M,) glatt homotop, dann induzieren f* und g* den gleichen Homomor-
phismus von H ;z(M;) nach H;z(M,).

Beweis (175) Nach der Voraussetzung gib es ein F € C*°(M, X I, M,) sodass, f = Fos,,g =
Fo sy wobei s;:p = (p,j),j = 0,1 und somit ist f* = s7F*,g* = syF" aber auf H,p ist

ST
g" = (z*)' = f* nach Fortsetzung (M; X R < — M)).

Hodge Theorie Wir betrachten eine abgeschlossene, orientierte und zusammenhéngende Man-
nigfaltigkeit M und dann den Abschluss von (A(M), d) unter der 2-Norm (M) =: A, (M) =
: E mit der Riemannschen Metrik g’ und

2 _
||w||(2)_/Mw/\*ga)

Wir erweitern (E, (, ) ) iber C indem wir E¢: = C Qg E setzen.

L(E) ={A: E — E linear und stetig < sup [(Ax,x)g| =:||Allg < oo}

lIxllg<1

Allerdings hat d nicht diese Eigenschaft und ist nicht einmal fiir alle Elemente definiert. Gliick-
licherweise liegt der Definitionsbereich dicht in E.

Nach dem Satz iiber den abgeschlossenen Graph ist eine lineare Abbildung zwischen Bana-
chrdumen (also insbesondere Hilbertraumen) genau dann stetig, wenn ihr Graph abgeschlossen
ist.

176 Definition: ,,Abgeschlossene Operatoren‘
Ein linearer Operator D: U C E — E heilit abgeschlossen, wenn ihr Graph abgeschlossen in
E x E ist. Wir nennen D abschliefibar, wenn es einen Operator D gibt, sodass

grD = grD

d ist kein abgeschlossener Operator.
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177 Lemma: AbschlieBbarkeitsbedingung
Sei D ein linearer Operator in E, dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. D ist abschlie3bar.

2. Konvergiert die Folge (x,),cn»> X € dom D gegen 0 in E und y, = Dx, konvergiert gegen
yin E, soist y = 0.

Seien a € ~{(M), p € /(M) und berechne

|y = D id

— (—l)jm—j2 _ (_l)j(m+l) — £m+1

(da, )y = / da A xf
M

= (/ d(a A ) —(—1Y a A d * )
M = *—1 — 8m+1>!<

=0 Stokes
= (—1)j+1/ ansx"dxp
M

= (—ea, €™ s d * p)

= (a, (—&" * d*)p)

because €”*! and * commute

Damit erhalten wir also das folgende Lemma:

178 Lemma: Laplace-Beltrami-Operator
Fiir @ € ¥~'(M), p € }(M) gilt

(da, p) = (@, d"p)
wobei
dT = —€" s dw: (M) — V(M)
und wir kdnnen auch den Differentialoperator zweiter Ordnung definieren:
&= (dd"+d'd)| .
Alle diese Operatoren sind abgeschlossen da
(Ma,p) = (a, 4 f)

symmetrisch auf dem Bereich dom 4/, A/ wird der Laplace-Beltrami-Operator auf /(M) ge-
nannt.

Jetzt miissen wir den adjungierten Operator einfiithren. Ist A € L(F) soist E S x — (Ax,y) €
C ein beschrinktes lineares Funktional und dann gibt es nach dem Rieszschen Darstellungssatz
ein A* € L(FE) sodass (Ax, y) = (x, A*y).
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179 Definition: ,,Der Adjungierte Operator
Sei D ein linearer Operator in E. Dann definieren wir den adjungierten Operator wie folgt:

dom D* = { y € E | Vx € dom D: [(Dx, y)| < C,||x|| }

Dann ldsst sich dom D 3 x — (Dx, y) wegen Stetigkeit fortsetzen zu einem beschréinkten linea-
ren Funktional auf E und nach Riesz ist dann (Dx, y) = (x, y*) =:(x, D*y).

180 Lemma: Eigenschaften der Adjungierten

Sei D ein linearer Operator, sodass D* existiert (aber woméglich kein linearer Operator ist),
so gilt:

1. D ist abschlieBbar genau dann, wenn D* dicht definiert ist. In diesem Fall gilt
D" =D
2. (AD)* = AD*
3. Falls D, D, ein linearer Operator mit Bereich { x €dom D, | D,x € dom D, } ist, so ist
DD} = (D Dy)*
181 Definition: ,,Hodge-Operator* )
Jetzt definieren wir auf domd N dom d*
D=Dygu=d+d*" =d+di

als den Hodge-Operator.

Etwas abstrakter Betrachte einen Hilbertraum E, eine Involution « = af = £,, und einen
abgeschlossenen Operator d = d so, dass

dao+ad =0, a(domd)=domd

Wir nehmen an, dass Imd c Ker d = d* = 0. Dann konnen wir die Kohomologie definieren:
H(E,d)= H;(E):=Kerd/Imd

Angenommen H ,(E) ist endlich-dimensional

Korollar Dann ist Im d abgeschlossen.

182 Satz: Kodaira
Es gibt eine orthogonale Zerlegung
E=KerdnKerd*®Imd @ Imd*=E,®E, D E,,
und wir bezeichnen die orthogonalen Projektionen mit P, P,;, P,

¢ ccl*
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183 Satz: Hodge fiir A

Der Operator D = d+d* mitdom D = dom dndom d* ist selbstadjungiert, das heifit D = D*.
Weiterhin ist

Ker D = E;, = Kerd n Ker d*

und D ist ein Fredholm-Operator, das heifit dim Ker D + dim Ker D* < oo, Im D = Im D und
der Index von D ist definiert als

ind D: = dim Ker D — dim Ker D*= 0

Betrachte eine geschlossene Form w € Ker d. Beachte, dass Imd C Ker d und (Ker dyt =
Im d* da (dx, y) = (x,d"y). Dann ist

E=Kerd®Imd*=Imd ® (Imd)* nKerd ® Imd* = Imd @ Ker d* n Ker d @ Im d*
=> Kerd=Ker D@ Imd =Ker D@ Imd
> w=Pw+ P,wo=w,+dw;

184 Korollar:

Jede de Rham Kohomologieklasse besitzt eine eindeutig bestimmte harmonische Représenta-
tion.

Beachte, dass
D? = (d+d*)? =dd* + d*d = A auf A(M)
Dies setzt sich fort auf entsprechende selbstadjungierten Operatoren und
Ker D = Ker D?> = Ker A

denn x € Ker D? = 0 = (D*x, x) = || Dx]||*.

185 Definition: ,,harmonische Formen*¢
Die Elemente von Ker D = Ker 4 werden harmonische Formen genannt.

Wir konnen D zerlegen mittels dom D = (dom D)* @ (dom D)~ sodass

—_——
CE-
0 D™
o= (o )
und dann ist D = %(a + I)D sodass
ind D" = dim H} (E) — dim H}, (E)

Fiir M, g™ ,e,d und D = d + d' erhalten wir ind D™ = y(M), die Euler-Charakteristik.

Prof. Briining Bodo Graumann



Analysis auf Mfkten Literatur Seite 75

Literatur

[BT82] BOTT, Raoul ; TU, Loring W.:
Differential forms in algebraic topology.
Springer Verlag, 1982

[Lan96] LANG, Serge:
Differential and Riemannian Manifolds.
Springer Verlag, 1996

[LanO1] LANG, Serge:
Fundamentals of Differential Geometry.
Springer Verlag, 2001

[War83] WARNER, Frank W.:
Foundations of Differential Manifolds and Lie Groups.
Springer Verlag, 1983

[Yos96] YOSIDA, Kosaku:
Functional Analysis.
Springer Verlag, 1996

Prof. Briining Bodo Graumann



Index

k-linear, 15
1. Baire-Kategorie, 7
2. Baire-Kategorie, 7

abelschen Lie-Algebren, 42
abgeschlossen, 5, 6, 71
abschlieBbar, 71
Abschluss, 7
adjungierten Operator, 72
affine Zusammenhang, 67
alternierend, 16
Annihilator, 14
antisymmetrisch, 16
Atlas, 19, 28
Automorphismus, 12
azyklisch, 13

Basis, 6, 12
bijektiv, 3
Bild, 13

Cartan Differential, 55
Christoftel-Symbole, 68

de Rham Komplex, 55
Deckbewegungen, 9
Derivation, 30

dicht, 7
Diffeomorphismus, 21
Differential, 32
Differentialformen, 55
Differentialkomplex, 13
differenzierbar, 15
Dimension, 12

dualen Vektorraum, 14
dynamisches System, 44

Einbettung, 37

eindimensionale Mannigfaltigkeit, 18
einfach zusammenhéngend, 8

eingebettete Untermannigfaltigkeit, 38, 50
Endomorphismus, 12

76

Erzeugendensystem, 12
Euklidische Metrik, 64

Euler-Charakteristik, 74
exakt, 13

Faser, 3

feineren, 5

fett, 7

Fluss, 44

Formel von Koszul, 67
frame, 34

frei, 5

fundamentaler Isomorphismus, 13

Fundamentalgruppe, 8

G-dquivariant, 4

glatte Mannigfaltigkeiten, 28

glatter p-Simplex, 61
glattes Vektorfeld, 34
Graph, 3
grundlegenden Faserung, 5
Gruppen, 11
groberen, 5

halbeinfach, 48
Halbordnung, 3
harmonische Formen, 73
Hodge-Operator, 72
homogen, 53
Homomorphismus, 12
homotop, 8

Homotopie Operator, 68
Homotopie-dquivalent, 8
Homoomorphismus, 6

idempotente, 12
Identifizierung, 7

Identifizierungstopologie, 6
immergierte Untermannigfaltigkeit, 31

Immersion, 6, 21, 37
induzierten Topologie, 6
injektiv, 3



Analysis auf Mfkten

Seite 77

Innere, 7

innere Multiplikation, 54
Integralkurve, 42
Integritétsbereiche, 11
Involutionen, 13
Isometrien, 10
Isomorphismus, 12

Jacobi-Identitit, 40

Karte, 28
kartesische Produkt, 3
Keilprodukt, 54
Keime, 32

Kern, 13

Kette, 3
Klumpentopologie, 5
Knoten, 24
kompakt, 10
kompatibel, 28
Komplement, 7

komplexe (analytische) Lie-Gruppe, 49

komplexe Mannigfaltigkeit, 46
Kontraktion, 10
Koordinatensystem, 28
Kotangentialbiindel, 34
kovariante Ableitung, 67
kritischer Punkt, 26, 37
kritischer Wert, 26, 37
Kronecker-Fluss, 45
Kurve, 7

kurze exakte, 13

Korper, 11

Laplace-Beltrami-Operator, 72
Lebesgue-Zahl, 10
Levi-Civita-Ableitung, 67
Lie-Algebra, 41

Lie-Gruppe, 45

Lie-Gruppen, 31
Lie-Homomorphismus, 50
Lie-Untergruppe, 51

linear Hiille, 12

linksinvariant, 47

lokal einfach zusammenhéngend, 8

Prof. Briining

lokal euklidisch, 27
lokaler Diffeomorphismus, 37

m-Simplex, 60

mager, 7

Mannigfaltigkeit, 28
maximale Integralkurve, 43
Modul, 11

Morphismen, 14
Morsefunktion, 26, 37
Morseindex, 37

nicht degeneriert, 37
nicht entartet, 26
nirgends dicht, 7

obere Schranke, 3

Objekten, 14

offen, 5, 6

Orbit, 4

orientierbar, 58

orientiert, 62

orientierte Mannigfaltigkeiten, 59
Orientierung, 62

parakompakt, 35
periodisch, 45
Projektionen, 12
projektive Raum, 29
pull-back, 40
push-out, 40

Randorientierung, 63
Rang, 13, 21

reelle projektive Raum, 9
reguldr, 18, 37

regulédrer Punkt, 26
regulédrer Wert, 26, 37
Reprisentation, 48
reprasentiert, 24
Richtungsableitung, 31
Riemannsche Metrik, 54
Ringe, 11

Schnitt, 4

Bodo Graumann



Analysis auf Mfkten

Index

Seite 78

Schnittbasen, 64
Schnitttopologie, 5

Seiten, 60

semilokal einfach zusammenhéngend, 8
Splitting, 13

Strophoide, 19

Struktur, 28

Submersion, 21, 37
Superalgebra, 55

surjektiv, 3

symmetrisch, 15
symplektischen Gruppen, 49

Tangentialbiindel, 26, 33
Tangentialraum, 23
Tensoralgebra, 53
Tensorprodukt, 52

Tensorraum, 53

topologische Mannigfaltigkeit, 27
Torsion, 67

Umgebung, 5

universale, 9

universellen Uberlagerungsraum, 9
Unterbasis, 6

Untermannigfaltigkeit, 22, 29, 31, 50
Untervektorraum, 12

Urbild, 3

Vektorraum, 11
verwandt, 41
vollstindig, 44
Vorordnung, 3

Weg, 7
Wegzusammenhangskomponenten, 8
wegzusammenhédngend, 8
wohlgeordnet, 3

zerlegbar, 53
Zerlegung, 7
Zerlegung der Eins, 36
zusammenhingend, 8
zusammenziehbar, 9

Uberlagerung, 9

dquivalent, 21

duBere Differential, 55
duBere Produkt, 53
duBlerer Vektor, 63

Prof. Briining Bodo Graumann



	Rückblick über bekannte Strukturen
	Mengenlehre
	Wohlordnungssatz

	G-Mengen
	Topologische Räume
	Stetigkeit
	Identifizierung
	Dichtheit
	Weg
	Kurve
	Zusammenhang
	Zusammenhangskomponenten, wegzusammenhängend
	Homotopie
	Zusammenhang
	Homotopieäquivalenz
	Überlagerungen
	Kompaktheit
	Kompaktheit
	metrischer Raum
	Lebesgue
	Hausdorff
	Stone-Weierstraß
	I. Gelfand

	Lineare Algebra
	Hierarchie algebraischer Strukturen
	Definitionen
	Kern, Bild, Kokern
	Komplexe

	Duale Vektorräume
	Die Sprache der Kategorien

	Mannigfaltigkeiten
	Differenzierbare Abbildungen
	Differenzierbarkeit
	Lebesgue (m=1), Rademacher (m≥1)
	Taylor Formel mit Restglied
	Inverse Funktionen Theorem
	Immersion, Submersion, lokaler Diffeomorphismus
	Implizite Funktionen Theorem

	Untermannigfaltigkeiten des ℝⁿ
	reguläre Wege
	Länge eines Weges
	Eindimensionale Mannigfaltigkeit
	Eindimensionale Untermannigfaltigkeit
	Parametrisierung des Einheitsquadrats
	Lokale Struktur von differenzierbaren Abbildungen
	Rang, Immersion, Submersion, Diffeomorphismus
	Äquivalente Abbildungen
	allgemeine Koordinaten
	Untermannigfaltigkeit
	Tangentialraum
	Repräsentation des Tangentialraums
	Cˡ-Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten
	Verbundene Summe
	Satz vom regulären Wert
	regulärer, kritischer Punkt/Wert, Morsefunktion
	Satz von Sard
	Maß in Untermannigfaltigkeiten

	Mannigfaltigkeiten
	lokal euklidische Räume
	Brouwer
	Eindeutigkeit der Dimension
	topologische Mannigfaltigkeiten
	Karte, Atlas
	kompatible Atlanten
	Cᵏ-Struktur, Cᵏ-Mannigfaltigkeit
	Unterobjekte
	Whithney
	Kartesische Produkte
	Derivation
	Tangentialraum
	Allgemeine Untermannigfaltigkeit
	Richtungsableitungen
	Koordinatenwechsel
	Differential
	Tangentialbündel
	Struktur des Tangentialbündels
	Kettenregel
	Vektorfelder
	Kotangentialbündel
	Frame
	1-Form
	Menge von Vektorfeldern, 1-Formen
	Differenzierbare Abbildungen
	Parakompaktheit
	Parakompaktheitsbedingung
	Zerlegung der Eins
	Zerlegung der Eins
	Rang einer Abbildung
	Singulär, Regulär
	Degeneriertheit
	Morse Lemma
	Morsefunktion
	Submersion, Immersion, Diffeomorphismus, Einbettung
	Rang Satz
	Nullmengen auf einer Mannigfaltigkeit
	Eingebettete Untermannigfaltigkeiten
	Eingebettete Untermannigfaltigkeit
	Niveaumengen


	Vektorfelder
	Algebraische Eigenschaften
	Lie-Klammer
	Algebraische Eigenschaften der Lie-Klammer
	Verwandtschaft
	Verwandtschaftsinvarianz der Lie-Klammer
	Lie-Algebra

	Integralkurven
	Integralkurve
	Vollständige Vektorfelder

	Lie-Gruppen
	Lie-Gruppe
	Komplexe Mannigfaltigkeit
	Operatoren
	Linksinvarianz
	Lie-Algebren zu Lie-Gruppen
	komplexe Lie-Gruppe
	Exponentialabbildung
	Lie-Homomorphismus
	Eigenschaften der Exponentialabbildung
	Lie-Untergruppe


	Tensoren und Differentialformen
	Das Tensorkalkül
	Tensorprodukt
	Tensorraum
	symmetrische/antisymmetrische Tensoren
	innere Multiplikation

	Tensorfelder und Differentialformen
	Differentialformen

	Die Lie-Ableitung
	Lie-Ableitung
	Lie-Ableitung auf Differentialformen
	Eigenschaften der Lie-Ableitung
	Cartans magische Formel

	Integration
	Orientierbare Mannigfaltigkeit
	Integration von Differentialformen
	m-Simplex
	Seiten
	glatter p-Simplex
	Stokes
	Integral auf Mannigfaltigkeiten
	Randorientierung
	lokale Volumenform
	Riemannsches Maß
	Eigenschaften von *
	Divergenz eines Vektorfeldes
	Satz von Gauß
	Kovariante Ableitung
	Hauptsatz der Riemannschen Geometrie


	de Rham und Hodge Theorie
	Homotopie Operator
	Poincaré Lemma
	Abgeschlossene Operatoren
	Abschließbarkeitsbedingung
	Laplace-Beltrami-Operator
	Der Adjungierte Operator
	Eigenschaften der Adjungierten
	Hodge-Operator
	Kodaira
	Hodge für Δ
	harmonische Formen

	Literatur
	Index

